PROBLEMAS RESUELTOS
ALGEBRA LINEAL &

Operaciones con Matrices y Determinantes

TEMA: OPERACIONES CON MATRICES Y DETERMINANTES

Problema 1:| Sean las matrices:

2 1 1
1y;B=O;C=[213];D
z 2 2

A=

— N X
I
wn N W

Calcular los valores de X, Yy, z para que se verifique la siguiente igualdad:
A+BC=D

SOLUCION:

1 2
e Producto BC=|0[2 1 3]=(0
2 4

e Portanto: A=D-BC

3 3 2 2 1 3 3-2 3-1 2-3 1 2 -1
A=2 1 2|-|0 0 O|=| 2 1 2 =121 2
5 2 8 4 2 6 5-4 2-2 8-6 I 0 2

X 2 -1 I 2 -1
e Igualando términos |2 1 y |=|-2 1| 2

e NOTA: Dos matrices de distinto orden no se pueden sumar ni restar. Asi, dos
matrices del mismo orden se dice que son conformes respecto a la suma.

e NOTA: El producto AB estd definido (puede realizarse) cuando el numero de
columnas de A es igual al nimero de renglones de B. Cuando esto ocurre se dice
que las matrices A y B son conformes respecto a la multiplicacion.
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Problema 2: Demostrar que (A+B)" # A’ +2AB + B’

a) Suponiendo que A y B son matrices cuadradas del mismo orden:

A:|:all al2j| B:|:bll bl2j|
a'21 a‘22 b21 b22

e Se tiene:

a, +b, a,+b
A+B=|: 11 11 12 12:|
a21 + b21 a22 + b22

(A+B) _|:all+bll a12+b12:||:a11+b11 a‘l2+b12:|
a21 + b21 a22 + b22 a21 + b21 a22 + b22
A+ B [ a'11 +b11 (a'IZ +b12)(a‘21 +b21) (all +b11)(a‘12 +b12)+(a12 +b12)(a22 +b22)
all +b11 a‘21 +b21) (aZI +b21)(a22 + b22) (a22 +b22 )2 +(a12 +b12)(a21 +b21)

AZ — a'11 a12 j||:a11 a12 :| |: a‘ll + a‘12a21 allalz + a12a22:|
2
a‘22 a21 a‘22 allazl + a12a'21 a22 + a‘l2a21

B* = by By Mbﬂ blﬂ _ [ b,* +b,b,  byby, + b12b22:|
L 21 b22 b21 b22 bllb21 + b12b21 b222 + b12b21
2AB =2|:all a12:|{bll b12:|:2|:allbll +a12b21 allb12 +a12b22:|
a21 a22 b21 b22 a21b11 + a’22 b21 a21b12 + a22b22

A2 +2AB+ 82 =|: a’ll2 +alZa'Zl +b112 +b12b21 +2a11b11 +2a12b21 a'118‘12 +a’12a22 +bllb12 +b12b22 +2a11b12 +2a12b22

(A+ B)2 |: +2albll 2a21 +b112 +a12b21 +b12a21 +b12b2| a'lla12 +allb12 +bllbl2 +blla'12 +a12a22 +a12b22 +b12a22 +b|2b22_

A +2AB+B %(A+B)
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b) Utilizando propiedades de matrices

(A+B)* # A" +2AB + B’
(A+B)(A+B)# A’ +2AB+B’
A(A+B)+B(A+B)= A’ +2AB+B’

A’ + AB+BA+B* = A* +2AB+B’
..AB+BA=2AB

NOTA: La multiplicacién de matrices no es conmutativa, esto es:

En general AB = BA ; pero cuando AB=BA se dice que las matrices son permutables o que
conmutan.

De esta manera, es importante poner énfasis en el orden en que dos matrices se
multiplican; asi en los siguientes productos:

AB —"A" premultiplica a "B"
BA —"A" postmultiplica a "B"

1 2 3
Problema 3:| Calcular la inversa de la matriz A=|1 3 3 |por transformaciones
1 2 4
elementaleg.
SOLUCION:
1 2 3|11 0 O 1 2 311 0 0
A=[1 3 30 1T O|R(-D+R;R(-D+R, =|[0 1 0|-1 1 0|R(-2)+R
1 2 4/0 0 1 0 0 I|-1 0 1
1 0 3|13 -2 0 1 0 06 -2 -3
=0 1 0-1 1 O|R(3)+R ~0 1 0-1 1 0
0 0 1-1 0 1 0O 0 1|-1 0 1
6 -2 -3
-1 _ _
Por lo tanto bl 0
-1 0 1
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1 2 3|6 -2 3 6-2-3 2+2+0 -3+0+3 1 00
A=1 3 3||-1 1 O |={6-3-3 -2+3+0 -3+0+3|=|/0 1 O
1 2 4||-1 0 1 6-2-4 -2+24+0 -3+0+4 0 0 1
Si cumple, AA™ =1
NOTAS:

e Operaciones entre renglones — de arriba hacia abajo.

e El resto de los elementos de la columna donde esta el pivote “1” deben ser
CEROS.
e Los ceros de las columnas deben obtenerse de izquierda a derecha.

I 01
01 0 0 2x 0 3
Problema 4:| Sean las matrices M = 0o 1 ol? M=0 4x x> -3x°
I 0 -1 2
I 00

Determinar el conjunto de valores de X € Rtales que tr(MN) =0

SOLUCION:

e Multiplicando:

1 0 1
0 2x O 3
01 0 5 3
MN = 0 4x x° =3x
01 0
1 0 -1 2
1 0 O

[0+0+1 2x -1 3+2
0 4x x* =3x*

MN = 5 5
0 4x x- -=3x
0 2x 0 3
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SAr(MN) =144Xx+X>+3=0

(X+2) <= x> +4x+4=0

L J16—4(1)(4)

2(1)
L T4tN16-16 _ 4
2 2
SoX==2
e Comprobacion
Six=-2
I 0 1 1 4 -1 3+2
0 4 0 3
010 0 -8 4 24
MN = 0 -8 4 24|=
01 0 -8 4 24
I 0 -1 2
I 0 0 0 4 O 3

Str(MN)=1-8+4+3=8-8=0 cumple

Problema 5:| Sean las matrices:

1 0 2 -2 4
0 0 2
A=|0 -1[;B= yC={2 -2 0
1 -1 0
2 0 4 -4 8
Determinar la matriz X que satisface la ecuacion matricial:
1
AXB-—-C =0
2
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SOLUCION:

e X :A’l”‘lC”‘B’1
2

como A y C no son matrices cuadradas no tienen inversa

e Estableciendo el sistema de ecuaciones lineales:

1 O 1 -1 2
a bil0 0 2
-1 =1 -1 O
c dijfl -1 0
2 0 2 -2 4
fa Db 1 -1 2
0O 0 2
-c —d =1 -1 0
1 -1 0
2a 2b 2 2 4
b -b 2a 1 -1
-d d -2c| =|1 -1
2b -2d 4a 2 =2
e [gualando términos
b-1 2a=2 d--1 -2c=0
a=1 c=0
e Finalmente
1 1
X =
0 -1
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Problema 6:| Calcular el determinante de la siguiente matriz por el método de la matriz
triangular:

1 2 -1 3

2 2 -1 5
A=

-3 -5 1 -8

-1 -1 2 =2

SOLUCION:

e Convirtiendo la matriz “A” en una matriz triangular superior:

1 2 -1 3
2 2 -1
3 5 1 -8 R(-2)+R,;R(3)+R;R(D+R,

-1 -1 2 =2
No varia el determinante

1 2 -1 3 1 2 -1 3]
L0 2 R,(2)+R,;R,(-)+R, = 00 =1 R, &R,

0o 1 -2 1 0 1 -2 1

o 1 1 1 0 0 3 0

No varia el determinante Il_ltercambio de _ﬁlas, cambia de signo el

determinante

1 2 -1 3 1 2 -1 3
z01_21R(l)+R z01—21

00 -3 1|° * 00 -3 1

0 0 3 0 0 0 0 1
No varia el determinante I_natriz triangul_ar superior

e (alculando el determinante
det(A) = -(DI)(-3)1) = ~(-3)

det(A)=3
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Problema 7: |Calcular por el método del desarrollo del desarrollo por cofactores el valor
del siguiente determinante:

2 1 -5 2
4 -6 0 1
o 2 -1 0
16 -7 1

SOLUCION:

e Los ceros del tercer renglon sugieren que el desarrollo por cofactores se lleve a
cabo por el mismo, es decir:

det(A) = (0%C;)) +(2*Cy,) = (1#C55) +(0*Cyy)

o C(Calculo de cofactores:

C32 = (_1)3+2 M32 C33 = (_1)3+3 M33

2 =5 2 2 1 2
C32=—4 0 1 C33:—4 -6 1

-1 -7 1 -1 6 1
C32=—(0—56+5—0+14+20) C33:—12+48—1—12—12—4
C32 =—(-51+34)=—(-17) C33 =36-29="7
C32 =17 C33 =7

e Finalmente

det(A) =2(17) = 1(7) = 34— 7
det(A) =27
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Problema 8: |Calcular el determinante de la siguiente matriz empleando el método de
condensacion:

-1 1 -5 =2 3]
32 1 0 -1
A=l1 -1 2 1 0
0 2 1 3 -1
1 2 4 0 1]

SOLUCION:

e Los ceros de la cuarta columna sugieren que se trabajen con ella; y tomar como
pivote el (1) del tercer renglon:

-1 1 -5 =2 3] 1 -1 -1 0 3
32 1 0 -1 32 1 0 -1
1 -1 2 1 0|R(Q+R;R(3)+R, |1 -1 2 1 0
0 2 1 3 -1 -3 5 -5 0 -1
12 4 0 1] 12 4 0 1]

e Desarrollando por cofactores segiin la cuarta columna:

1 -1 -1 3 1 -1 -1 3
32 1 -l 32 1 -l
det(A) = ()(-D*" =(=D
-3 5 =5 -1 -3 5 =5 -1
12 4 1 1 2 4 1

e FEligiendo ahora el primer renglon para el desarrollo y tomando como pivote al (1)
de la primera columna:

1 -1 -1 3 1 0 O 0
det(A) (1)3 21 _10(1) C,;C,(1)+C,;C, (-3) c.ol’ 4 10
€ =(— +C,; +C,; —3)+

-3 5 -5 - 2 o Y13 2 -8 8

1 2 4 1 1 3 5 =2
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e Desarrollo por cofactores segun el primer renglon

Cl] =
det(A) = (-1) [80 —100+96 —240—-200 + 16] = (—1)[192 — 540] = (—1)(-348)

. det(A) =348
1 0 2
Problema 8: |Determinar la inversa de la matriz A=|{3 -1 4| por medio de la adjunta.
2 1 0
SOLUCION:
e C(Calculando cofactores de los elementos de “A’:
-1 4 .o
C, =(-1) —0-4=—-4 C, =(-1) =—(0-2)=2
1 0 1
C—(l)33 4—(O 8) =8 C—(l)41 2—O 4=-4
P2 o - 200 T 2o T
3 - Al
Cis=(D =3-(2)=5 Cy=(=D =-(1+0)=-1
2 1 2
C, =(1* 0 2—0—(—2)—2 C —(—1)"1 0 =-1-0=-1
R - S R -
C,, =( 1)51 2_ 4-6)=2
SR < I -
e Matriz adjunta:
4 8 5T [4 2 2
Adj(A)=| 2 -4 -1| =|8 -4 2
2 2 -1 5 -1 -1
e (alculo del determinante:
1 0 2
det(A)=(3 -1 4|=0+6+0—-(-4+4+0)=06=det(A)
2 1 0
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e (Calculando la inversa:

-l 1

=—|Adj(A
det(A)[ I )]
. -4 2 2
A== 8 —4 2
6
5 -1 -1
2 1 1]
3 3 3
L. A71 = i _2 l
3 3
5 1 1} Inversade la matriz “A”
L6 6 6]
DIVISION: CIENCIAS BASICAS 11dell COORDINACION: MATEMATICAS

FACULTAD DE INGENIERIA, UNAM Profra. Norma Patricia Lépez Acosta



