PROBLEMAS RESUELTOS
ALGEBRA LINEAL &

Tema 3. Transformaciones Lineales

TEMA: TRANSFORMACION LINEAL, NUCLEO Y RECORRIDO

Problema 1:f Sean P, el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual

a dos con coeficientes reales y la transformacién F:R* — P., definida por:

F(a,b,c)=(a+b)y,—cv,; dondev,=x*+1;v,=3x—1eP, Vahb,ceR

Determinar si F es lineal.

SOLUCION:
e Se define la funcion sustituyendo los valores de v, y v, dados:

F(a,b,c)=(a+b)(x*+1)—c(3x—1)=(a+b)x* =3cx+(a+b+c)

F(a,b,c)=(a+b)x*—3cx+(a+b+c)| «——— Nueva funcion

e Se verifican los dos axiomas para que una funcién sea una transformacion lineal:
1.- Superposicién: F(u+v)=F(u)+F(v):
Sean u=(a,,b,c,) - F(U)=|(a,+h)X* —3c.x-+@ +h +¢)
v=(a,.b.c) > FYS@+h)X Scxi@hc)
u+v= (a, +a,,b +b,,c +c,)

F(U+V) =|(a+8+ +h)X' =3, +,)x+@ +a,+b +b, +¢,+¢))

e Sustituyendo en el axioma F(u+Vv)=F()+F(V):
(8 +8, +0y 1, =3(C +C,X+H(@ 2, +0 +0,+6,+C,) =] (@ +B)X 36 x+(8 +0+€) [+ (8 +b)X -3 x+(@,+b, +C,)
(@ +a, +b +b,)X* =3(c, +¢,)x+(a +a, +b +b, +¢,+¢,) =(a, +8, +b +b,)X’ =3(c, +¢,)x+(a, +&, +b +b, +¢, +¢))

B _ Cumple
2.- Homogeneidad: F(au)=o-F(u):

Sea au=(0a,ob,ac,) — F(au)=|(aa, +ob,)x* —3ac,x+(aa, +ob, +oc,)

e Sustituyendo en el axioma F(au)=a-F(u):
(0d, +ab,)X* = 3ac, X+ (aa, +ab, +ac) =a[(a, +b,)x* =3¢+ (@, +b, +¢,) ]

al(a,+b,)x* =3cx+(a,+b,+c) | =a[(a +b)x* =3¢ x+(a, +b, +¢,) ]

™

e Por tanto, la transformacion F si es lineal. Cumple
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Problema 2:| Sea la transformacién S : P, — R?, definida por:

S(ax* +bx+c)=(a+b,c)

Determinar:
(a) Si S es una transformacion lineal
(b) El nucleo de la transformacion S
(c) El recorrido de la transformacion S
(d) Verificar dim P_, =dim N(S)+dim S(P_,)

SOLUCION:

(a) Para determinar si S es lineal, se verifican los dos axiomas siguientes:

1.- Superposicion:

S(v1 +V,

S(v,)+S(v,

) v
Sean: v, =a,x>+bXx+c, — (V_) (a,+b,,c,)
> )=

(v_ (a, +b,,c,)
v, +V, =(a,+a,)x” +(b, +b,)x+(c, +c,)

\—/

Vv, =a,Xx’ +b,x+c,

e Sustituyendo en el axioma, se tiene:

S(\71+v_2):(a1 +a,+b, +b2,cl+cz):8(\71)+8(v_2) < Cumple

2.- Homogeneidad: S(oc\Tl) = OL'S(V_l)

Sea av, = aa,x* +ab,x+ac, — |S (OL\TI) =(aa, +ob,,ac)=a- S(\Tl) <« Cumple

e Por tanto, la transformacion S si es lineal.

(b) El nticleo N(S) de la transformacion se define como N(S) = {\_/ eP,

(¥)=0n .

e Se propone al vector |V =ax> +bx+ce P, |

e Se iguala la imagen de v con el vector cero del codominio:
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S(v)=S3(ax*+bx+c)=|(a+hb,c)=(0,0)

e Igualando términos en los vectores anteriores: a+b=0; c¢c=0

e De donde a=-b|y|c=0|

e Por tanto, el vector propuesto se transforma en: v = ax> + bx + ¢ = |—bx> + bx _

e Finalmente, el ntcleo es: [N (S) = {—bx2 + bx‘ be R}

dimN(S)=1

(c) El recorrido de la transformacion se determina a partir de la base candnica del dominio
P, ={ax’ +bx+c|abc eR}:

Bcanonica

de P., = {x* x,1}

e Se obtienen las imagenes de los vectores de la base canonica anterior:

w
—_

>

[\S)
~—

Il

—_~

—_—

~— (a»)
P

e Las imagenes anteriores constituyen el Conjunto Generador del recorrido:

CG ={(1,0),(1,0),(0,1)}

e Se determina el Espacio Renglén del conjunto generador anterior:

10y (10} (10
1 0|50 0|>[0 1|= By deS(P,)={(1,0),(0.1)}
o 1) Lo 1) loo

e Obteniendo el vector genérico con la base canonica anterior:

w=a(1,0)+b(0,1)=(a,0)+(0,b)=|(a,b)
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e Finalmente, el recorrido es: [S(P.,) = {(a,b)‘a,be R} )

dimS(P.,)=2

(d) Verificando dim P_, =dim N(S)+dim S(P.,) se tiene:

3 =1 + 2 « Cumple

Problema 3:| Para la transformacion lineal S:R* — M, definida por:

X=-2y y+1z
Y+ X-y+12

S(x,y,z):{

donde M, es el espacio vectorial real de las matrices simétricas de orden dos con
elementos reales, obtener:

(@) El nucleo N(S)de la transformacion, su dimension y una de sus bases.
(b) El recorrido S(R’)de la transformacion, su dimension y una de sus bases.
(c) Demostrar que: dim R® =dim N(S)+dim S(R%).

SOLUCION:

(a) e Esquematicamente la transformacion es:

R*? = Dominio s M, =Codominio

e El ntcleo esta dado por el conjunto N(S) = {\_/ € R3‘ S(v) = 6M2} .

e Para determinar N(S), se propone al vector: v =(X,y,z) e R*|.

e Cuya imagen es: Om

—

_ X—2y y+2 0 0
50-| [ o
y+z X-Yy+z 0 0

DIVISION: CIENCIAS BASICAS 4de 8 COORDINACION: MATEMATICAS
FACULTAD DE INGENIERIA, UNAM Profra. Norma Patricia Lopez Acosta



PROBLEMAS RESUELTOS
ALGEBRA LINEAL &
Tema 3. Transformaciones Lineales

e Jgualando términos en los vectores anteriores, se llega al sistema de ecuaciones:

X=2y=0
y+z=0
X=y+z=0

e Resolviéndolo matricialmente, se tiene:

1 2 0Y-D) (1 =2 0 1 -2 0) x-2y=0—">X=2Y

0 1 1 ~10 1 1|-D)~|0 1 1|= y+z=0 S X=-27

< 4

1 -1 1)« 0 1 1 0 0 O 0z=0 y=-1

e Es decir, el vector v = (X,Y,2) propuesto originalmente se transforma en:
V= (—22,-2,2)
e Por tanto:
N(S)={(-22,-7,2)|z€R}| < Nucleo de transformacién S

< Dimension

Bcanonica de N (S) = {(_23_191)}

A

Base canonica

(b) e El recorrido es un conjunto de la forma: S(R*) = {S(G)‘G € R3} :

e El dominio de la transformacion S es R® = {(x, Y,2)

X,y,zeR}.
e La base canonica del dominio es B, de R* ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} .

¢ Las imagenes de los vectores de la base canonica anterior son:

5(100)—[1 O] 8(010)—{_2 1] S(OOI){0 1}
o 1) A I U ] AR

e Las cuales, constituyen al conjunto generador del recorrido:

S
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e Se obtiene el espacio renglon generado por el conjunto anterior (aplicando

isomorfismo):
I 0 0 1)\2) 1 0 0 1
3 1 0|10 1
2 1 1 -1]|d~]0 1 1 1|=|BmiadeS(R)= o 111 1
0 1 1 1 0 0 0 O
Matriz canonica
escalonada

e Vector genérico del recorrido (haciendo combinacion lineal con los vectores de la
base canonica anterior):
a b —
=W
b a+b

— 1 0 0 1
o )
a,beR} <« Recorrido de la

; a b
S(R')=
b a+b transformacion S

dim S(R’) = 2| «—— Dimensién

¢ Finalmente:

(c) Se verifica el teorema: dim R’ =dim N(S)+dim S(R’)

3 = 1 + 2| <— Cumple

Problema 4:| Para la transformacion lineal T : R* — R’ definida por:

T(XY,2)=(3x+Yy,6x—2,2y+17)

Obtener:
(@) El nucleo de T y su dimension.
(b) El recorrido de T y su dimension.

SOLUCION:

(@) e Elnucleo esta dado por el conjunto N (T) = {Q eR’

T(v)=0r

e Se propone al vector V= (X, Y, Z) e R’|, cuya imagen es:
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T(V) =(3x+Y,6x—2,2y+17) = Og’ =(0,0,0)

3X+y=0
® [gualando términos: 6x—-2=0
2y+z2=0

e Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior matricialmente:

31 0 3 1 0 310 3Xx+y=0
6 0 -1|=|1 -2 —-1|=|0 2 1|=2y+z2=0
0 2 1 0 2 1 0 0 0 0z=0

Z=KeR|; 2y=2 > |y=—1k|; 3x=-y - x:—;(—lkalk:x

2 2

e Por tanto, el vector propuesto originalmente se transforma en:

V= (Xa Y, Z) = (éko_; k’k} =‘(k’_3k’6k) = v‘

e Siendo el nucleo de la transformacion T:

N(T)={(k,~3k,6k)| k eR} dimN(T)=1

(b) e Para determinar el recorrido de la transformacion, se toma en cuenta el dominio:

R'={(x.y.2)

X,y,zeR}| ; dimR’=3

e La base candnica del dominio R’ es B deR’ = {(1,0,0),(0,1,0)(0,0,1)}.

canonica

e Las imagenes de la base candnica anterior, constituyen al conjunto generador
C.G. del recorrido:

T(1,0,0)=(3,6,0)
T(0,1,0)=(1,0,2) CG.={(3,6,0),(1,0,2),(0,~1,1)}
T(0,0,1)=(0,-11)
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e Determinando el espacio renglon a partir del conjunto generador anterior:

3 6 0 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 Forma
1 0 2[=|3 6 0|=|0 6 -6|=|0 -1 -1|=|0 1 -1 canonica
0 -1 1 0 -1 1 0 -1 1 0 1 1 0 0 O escalonada

e De la matriz en forma canodnica escalonada se obtiene:

deT(R*)={(1,0,2),(0,1,-1)}

Bcanonica

e El vector genérico es por tanto:

w=a(1,0,2)+b(0,1,-1)=|(a,b,2a~b)=w

e Finalmente, el recorrido es:

T(R*)={(a,b,2a-h)

a,beR} ; dimT(R3):2

(c) e Verificando el axioma dimR’ =dim N (T) +dimT (R3) :

| 3 = 1 + 2 |« Secumple
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