PROBLEMAS RESUELTOS
ALGEBRA LINEAL &

Tema 5. Operadores Lineales en Espacios con Producto Interno

OPERADOR ADJUNTO

Problema 1:| Sea el espacio vectorial C con producto interno complejo definido por
(z|w)= z-w, en donde w es el conjugado de w. Obtener el adjunto del operador lineal

F :C — C cuya regla de correspondencia es:
F(2)=az

Donde a € C es un numero fijo dado.

Solucion:

Datos — P.I. (z]w)= z-@e Conjugado

; donde: F(2)=a z

- Con la definicion de adjunto:

(F(2)|w)= (z| F*(w))

- Sustituyendo:

az| ( |F” (W))

(az)( ) z- [F (w)]

; al -w
F(w) |=
[Fw]-24
(Fw=a-w)
F'(W)=a-w < Adjunto del operador “F”
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Problema 2:| Determinar el adjunto T~ del operador T : C? — C? definido por:
T(xy) =(-x-5iy,[2+i]y)

Solucién: Para determinar el adjunto se selecciona o propone una base ortonormal de C?
para el producto interno usual:

B ={(10),(0,1)} —Base ortonormal
Y

e,)=[0)](O.)]= @x0y + Oy =0
Se determina la matriz asociada <_

D

a Ty referida a la base “B”: & e_l) = [(1,0)|(1,0)] = () + (0%0) =1
(@) Imagenes de los vectores de “B”: E elH =1
T(10) = (-1,0) (ez ez) = [(0'1)|(0’1)] = W“L D@ =1
T(0,1) = (-5i,2 +i) ;‘gﬂzl
— _
——
(b) Iméagenes anteriores como C.L. de “B”: con P.1. usual en C?

(-1,0) =, (1,0) + &, (0,1)
\(_1’ 0) = (av a, )J

o =-1

(524D =(A,5)
) B =-5i
b, =2+I

a,=0

(c) La matriz resulta:
-1 -bi
MZ(T)=
B()(o 2nj

La conjugada transpuesta de la matriz anterior es:

] =[5 0 =mi(r)

— _/
~—

Es la matriz asociada al operador adjunto y referida a la base B
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La regla de correspondencia se puede determinar con: M (T*).(G)B = [T* (U)}B

Sea u=(x,y)eC2como C.L de “B”:
u=a(L0)+ £(0,1)

(% y) = (@ f) > [a=xl[F=y] - (a);@

Multiplicando: MBE‘(T*)~(G)B=£;i1 22}@}={;i)>(<+(2—i)yj:[T*(a)L

Finalmente:
T*(G) = (—X)(L,0) + [5ix + (2-1)y](0,2) = (—x,5ix+ (2—i)y)
T (% y) =(—x,5ix+ (2-i)y)
\— 5%
I
Regla de correspondencia del adjunto de T
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OPERADOR NORMAL

[Problema 3:| Sea V un espacio vectorial con producto interno complejo y AeC.
Determinar si el operador T:V -V tal que T(V):)& es normal.

%(_J ;
Regla de correspondencia del operador

Solucién:
Para que el operador sea normal:
T oT=ToT"
Matricialmente:
A-A=A-A
Con la definicion del operador adjunto:
( ( )‘ ) vIT ( ) Propiedatide_l prcEju_ct_o interno:
b ) )&
(ﬂv‘ ) (V‘T U ) Conjugado

- e
)i

Con la definicion de composicion:
(1) @)1 (@) 7 () - 270
Con la regla de correspondencia de “T”
~ (TeT)(u) =2
(1oT)(@) =T [T (@) () -7
~ (TeT)(u) =

(ToT)(w)=(T"eT)(u)
A u=]4u
%(_J
“T” es un operador normal

Por lo tanto, como:
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OPERADOR HERMITIANO
Demostrar que el operador lineal T:C* — C? definido por:

T(2,2,)=(2,,4,+2) VY (2,2,)eC’

es un operador hermitiano con el producto interno ordinario en C* y verificar que como
consecuencia de ello, sus valores caracteristicos son reales.

Solucién: Un operador es hermitiano cuando A= @ <

Matriz asociada a “T” referida a una base ortonormal

a) Matriz asociada: Bgansnica d& C*={(1,0),(0,1)}

Es base ortonormal
Imégenes:

T(10)=(0,1)
T(0,)=(@11

01 . . . (01
M(T)= = A—Matriz conjugada transpuesta A" =
11 11

Se cumple que:

*

A = A

01 01 .
= =~ el operador “T” es hermitiano
11 11

b) Un operador también es hermitiano cuando:
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Sustituyendo en (1):

(T<u>‘v):(u|T (V)) con P.I. ordinario
[(b,a+Db)|(c,d)]=[(a,b)|(d,c+d)]

bc+(a+b)d =ad +b(c+d)

bc+(a+b)d =ad +b(c+d)

bc+ (a+b)d =ad +bc+bd

bc+(a+b)d = bE+(a+b)64/Cump|e

. queda demostrado que “T” es hermitiano.
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OPERADOR SIMETRICO

Problema 5:| (a) Demostrar que el operador lineal T : R* — R? definido por: T(x,y) = (2x,x) es
un operador simétrico con el producto interno siguiente:

[(Xv yl) | (Xzi yz)] = XX, = XY, = XY, +2Y,Y,

(b) Obtener la matriz M; asociada al operador T referida a la base canénica.
(c) Obtener la matriz M, asociada al operador T referida a la base A={(1,1),(1,0)}.

. . . 2 2
(d) Obtener la matriz M3 asociada al operador T referida a la base B = {ﬁ%} : [O, —%} :
(e) De las matrices My, M, y M3 obtenidas en los incisos anteriores ¢ Cuales son simétricas?
(f) ¢Qué caracteristica con relacién al producto interno, tienen las bases a las cuales estan
referidas las matrices M1, M, y M3, para que estas matrices sean 0 no simétricas?

Solucion:

(b) Sea B= {(1,0),(0,1)}— Base ortonormal de R?
Iméagenes:
T(L0)=(21)

2 0
—> M(T)= = M, «— Matriz asociada a “T” referida a base canonica “B”
T(0,1)=(0,0) 10

> 7 (21 T e L
T M = 00 — M, =M, . "M,;" no es simetrica

(c) Imagenes de A={(1,1),(1,0)}:

TL)=(22
T@L0)=(2,0

Iméagenes anteriores como C.L de “A”:

2D=(B+8.8),
(21) =, (1) +,(1,0) 2=B+5, 11
2Y=(a+a,a) ! B,=2-1 ( Mzz[l J:MQ(T)
a=1 5=1 ; |p=1 l
L, ata,=2 J MT—[l 1J
v —2-1-[1 211
M," =M,

"M," es simétrica
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A

2

(d) Iméagenes de B = {[\@%J(O—ﬂj} ;

r [ﬁ% (22.42)
T (0,—£J =(0,0)

2
Iméagenes anteriores como C.L de “B”:

V2 72
(2\5,\5):%[\@,7}%{0,—7]

(Zﬁ,ﬁ):{alﬁ,ﬁal—ﬁazJ
— 2 e

2
~
Igualando términos:
V2 2
PR
2
£(2_ 2) = ‘/E
0{1\/5 = 2\/5 . 2 . ( ) \/’ \/— \/— ,B
a1=2 ’ 2_a:)ﬁ:)ﬁ/ 2 :2 ' 2
5 .
A 1K ~
2
o, =2-2 @ =0 Igualando términos:
izt / sz,
ﬂl = ,
2 0 2
M3=(0 OJZMBB(T) : M; :[0 OJ - MsT =M,
"M;" es simétrica
(e) My no es simétrica
M, es simétrica
M; es simétrica
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A

canonlca—{(l O) (O l)}

[(10)|(01>] @«fi (D) - (OX0F + 20031 =[=1]# 0

uv)=

i)

)=

A={a =(11),a,=(10)]
aa, ) =[] (LO)]
2)-

(
(afa
(

<l

4

No es ortogonal

[(1.0)1@O)] = OO - (x0F — oy + 2000 =[1]; [u] =1
[(0.2)1(0,)] = (007 - (O] - oY1y +2M =[2]; |v|=+2

= M)(1) - (OKOY - WD) + 20)0) =1-1=[0] -
[(LY)1@D]= WS - OO - OHT +20@) = -1+2=[1]; ||a1|| 1} —
a2|a2) [(1,0)[(L0)]= (D)D) — (IHO) — (OHIJ + 2(0X0) =|1 RE ”a ” 1 ortonormal

(78| (V22 [ 2 2] |- 2 2
(b]h)=2-2(+2) %J““(‘/E)(%J Z-Z+5=0+1=1
)1+ [E-

Si es ortonormal

Finalmente:

No es
ortonormal

)

Es ortogonal

—  Mj no es simétrica
— M, es simétrica
—  Mgjessimétrica

Bcansnica NO €S ortonormal
A es ortonormal
B es ortonormal
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A

(a) ¢El operador “T” es simétrico?

Condicién: T'=T si y s6lo si A=A

@ Demostracion con matrices asociadas:

(M2

LY

=M?

A

(T)

Es simétrico

@ Demostracion con la regla de correspondencia de T

i)y

2() 3,

Sea v=(x,y)eR? como C.L de A= {(1,1), (1,00}:

v=a(1)+ A1 0)
(X, y)=(a+p,a)

T, o

a+pf=x

p=x=y

<
<

a=Yy

@,

X=y

Sustituyendo en (1):

b

Finalmente:

yox i
yox i

Igualando términos

(ol

T (v) = x(L,1) + X(1,0) = (X + X, X)

Se demuestra que

—> T(xy)=(2xx)

T7(x,y) = (2%, X) —

Regla de correspondencia del adjunto de “T”

T =T
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DESCOMPOSICION ESPECTRAL

Problema 6:| Sea el espacio vectorial C®> con producto interno complejo usual.
Determinar la descomposicion espectral, del operador lineal T:C? —C? cuya matriz

asociada respecto a la base B= {(1,0),(0,1)}es: A= [; j'j

Solucién: (@) T oT =ToT  « paraque “T” sea operador normal
Puestoque A"-A=A-A

was Do D S )

~ “T” es operador normal

. (4 3 4 -3i 16-9i2 —l2i+12i) (25 O
i =(3i 4)[ 3i 4} doi - 120 -9i* +16 :(o 25]

! ! b Por lo tanto, puede
descomponerse en
proyecciones ortogonales
sobre sus espacios

caracteristicos

(b) Valores caracteristicos:

4-1 3
A-Al=
{ 3i 4—&]

det(A— A1) = (4—2)(4—1)-9i2 =0
16-41-41+1%+9=0
112 -81+25=0

, _=(-8)£/64-4@)(25) _ 8++/64-100 _ 8+/-36

2(D) 2 2
Py
P 8+ 6i
2
A =4+3i| ; |4, =4-3i| «———| Valores caracteristicos
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A

(c) Vectores caracteristicos:

Para |4, =4+3i|:

(A-Alv=0 ; seav=(xy)

& 56 o

X—y=0->|x=y

E(4)={(y.y)|yeR}

Para |4, =4-3i|:

(A-Al)v=0 ; seav=(xy)

3i 3 ~ 11

3i 3 0 0
N
x+y=0—>
0y=0-[y=y|

v=(-Y.y)
E(4)={(-y.y)|y <R

Verificando ortogonalidad de espacios caracteristicos:

(EIEM))=[@D](-1D)]= D +®)@® =[]

~ E(4) Yy E(4,) son complementos ortogonales

12 de 13
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(d) Por teorema: C? es la suma directa de los espacios caracteristicos de “T”:

C? = E(4) + E(4)
(x,y)=(a,a)+(-b,b)
(x,y)=(a—b,a+h)

%/_/

pyam
. X+b+b=y

a=x——4J. 2b=l—x+y > | Igualando términos

a-b=x ; a+b=y )
J

Por lo tanto, para V (x,y) € C*:

(x, y):(x+y,x+yj+(x—y’—x+yj « Expresion tnica
2 2 2 2

R P2

Asi, las proyecciones ortogonales P; sobre los espacios caracteristicos E (4 ) son:

X+y X+
=131 5

{15150

e) Finalmente, la descomposicion espectral del operador “T” es:
T=AR+%P,

T =(4+3i)R+(4-3i)P,
T(xy)=(4+3i)R(xy)+(4-3)R,(x.y)

T(% y):(4+3i)(%,&2yj+(4_3i)(%,‘X;yj S [T=(a+3)R+(4-a)P,

~— —
——

Descomposicion espectral de “T”
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