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1. Antecedentes sobre
flujo de agua en suelos
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ol I , M

&% Objetivos de un analisis de flujo de agua &

Para tratar de garantizar la seguridad de una estructura y evitar
alguno de los siguientes problemas:

e Pérdidas de agua

e Altas presiones
de agua

e Altos gradientes hidraulicos <

r

—Por el flujo a través de una presa y su
cimentacion.

—Por el flujo en una laguna artificial.

—Por el flujo en un vaso de
almacenamiento, etc.

Tienden a ocasionar volteo o flotacion de las
estructuras apoyadas en el suelo

r
Pueden ocasionar la falla local

(tubificacion) e incluso la falla
total de la estructura soportada
por el suelo

&
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Problemas tipicos de flujo de agua &

Ataguia con tablestacado

Presa de
concreto

(a) Flujo bajo la cimentacion de (b) F|UJO bajo atagu|as con
presas de concreto tablestacado

|||‘<

Linea de corriente
superior

Base |mpermeable

Dren horizontal
(c) Flujo a través de presas de tierra

caiacn,” [V C o

-

(d) Flujo hacia pozos
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Problemas tipicos de flujo de agua
- 1
®
F%r;cig (e) Flujo en una
@ excavacion excavacion
5Im 49m
©),
@)
®
17@ y_ \ ~ - om
T
Subp re3|on
: Eje de
@ | / simetria
I
N |
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-

10m Vaciado Dren 1jm
Terraplén
Nucleo / l
2m
8m Cimentacién
90 m

(g) Flujo transitorio
en un terraplén ocasionado
por lluvia

A

(f) Flujo transitorio en una presa de
materiales graduados ocasionado
por vaciado de agua

Pavimento

i

Terraplén
Anisdtropo

Suelo de cimentacion
|sotropo

47 m >

A
<
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Problemas de flujo de agua en bordos

Linea de corriente superior Lluvia

LLLLLLL
o

- , , /I J I\ : - \( 2/
A Lol lololnl < il
—~ S I N B R = | S-
/ [ / { ‘ ‘ \ \ \ TSRS I 5 .
IMPERMEABLE 8 9
 (a) Flujo establecido a través de bordos o (b) Saturacién de bordos o
terraplenes y su cimentacion terraplenes por lluvia

, - Linea de saturacion 3
___________ Nivel maximol64m _ -~ _______ (d) Llenado de agua en un terraplén

Nivel inicial - 4~ sobre suelo estratificado

13.7 m T
9.6m

1 |

Frontera impermeable -

Nivel inicial Linea de abatimiento Altura (m)

115m N 1

(c) Vaciado de agua Vaciado | 10
en un terraplén 5.5m Nivel final Talud Vaterial [
homogéneo A4 —= H homogéneo e isétropo - 6
Frontera [ 4
\/impermeable - 2

0
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Flujo establecido y transitorio

~
® Flujo establecido 2 Aquél en el que sus caracteristicas no
o estacionario varian con el tiempo
.
-

Cuando las caracteristicas del flujo

® Flujo transitorio 3 varfan en funcién del tiempo

“ . B

- Saturacion de las bases de los
pavimentos (por lluvias, etc.)

- Vaciado y llenado rapido de presas,
bordos, diques, etc.
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Ecuacion de Laplace (flujo establecido) &

Hipotesis:

Gt g =Gt g ke <

X/—)»Ayﬁ———/Ax‘/

\ (Gonzalez, 2004)
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Ecuacion de Laplace (flujo establecido)

A partir de ecuacion de continuidad de flujo y ley de Darcy:

oV
N v My N2 _g (Continuidad)
ox oy 0z
oh oh oh
V= vy =k Ty, = D :
=k Wk =k T (Darcy)

*El signo negativo indica que la carga hidraulica disminuye en la direccién del flujo.
g g q

Sustituyendo ley de Darcy en la ecuacion de Continuidad:

— _— |+ — 4+ —| -k, — S |
X y z — El suelo esta saturado |
OX OX ay 8y 0z 0z — El aguay las particulas sélidas son

incompresibles

) - _ 3\ — El flujo no modifica la estructura del
Medio - La permeabilidad es la misma | _sueloenningunaforma
homogéneo en cualquier punto del espacio.

> Ky = , =k, =

L La permeabilidad es la misma en
Medio isotropo = cualquier direccion del espacio. )
a2n 82h 6%h Ecuacion de Laplace (flujo establecido; medio

=0 = homogéneo e isétropo; y ausencia de fuentes —inyeccion o

N R
ox"= oy ot extraccion-)
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. Los niveles de agua van variando, y

v, + Gl Az
I 0z

' en consecuencia se va almacenando

. 0 ‘desalmacenando’ agua en el medio

};x/

R —

(Gonzalez, 2004)

Hipotesis:

6

Profra. Dra. Norma Patricia L6pez Acosta
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Ecuacion para flujo transitorio bidimensional &

Flujo transitorio en un medio anisétropo y homogéneo: PLAXFLOW
(Delft University of

5 Término fuente Technology 2007)
/
o°h o°h 1oh — (recarga o extraccion)
k, —+k, —+cF—=Q
X y pe

2 2 I Donde
aX ‘\ / /z ~a
N/ \ / P \
h=yi-—,
Capacidad efectiva Variacion de niveles ' Yw,!
(depende de la porosidad Se agua respecto al
y del grado de saturacion) '€mpo P
! L
w
(1)
C=C.y +N

Nivel maximo
Tensor de permeabilidad efectiva K: = —=—=-~"~"~-~-~--=—-—-----

Nivel en el
K= KreI (S) Ksat

instante “t”

Donde:

Ko = Permeabilidad relativa =00 0—n=E - - - oo m e mmmmmmmmmmmmmm—m——

Ksat = Permeabilidad saturada

VS ZUSSTUSSIUSSTUASTUSTUSS

S = Saturacién Base impermeable
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-:-\'
N de

s
Flujo establecido o transitorio

B Metodologia general de analisis &

Geometria
Condiciones de frontera

Parametros de los materiales ( — Solucion exacta

‘ 0 aproximada

— Solucion analitica

MODELO /\\/v 0 numérica
(ECUACION) <

— Solucién con

‘ modelos (de laboratorio
0 analogicos)

Carga hidraulica, gradiente,
velocidad de flujo, gasto, pero
también superficies libres,

lineas de corriente superior,
lineas freaticas, etc.
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A

Flujo establecido

e Solucidn analitica de
la ecuacion de Laplace

~

» Solucidén gréfica
(red de flujo)

 Diferencias finitas
(método de relajaciones)

» Método de los paseos casuales
» Método de los fragmentos

» Transformacidon o mapeo
conforme

 Método de elementos de frontera
(ecuaciones integrales)

 Método de elementos
finitos (MEF)

» Modelos de laboratorio

i Metodos usuales de analisis

s A0
e S g
g1 )
)

* Modelos analogicos

/

A
4 N

* Solucidn analitica de la ecuacioén
diferencial parcial

Flujo transitorio

» Solucion grafica
(redes de flujo transitorias)

 Diferencias finitas (FDM)

» Método de elementos finitos (FEM)

» Modelos de laboratorio

N /
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2. Algunas aplicaciones
Yy su relacion con el
algebra lineal
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A

2 1 Método de elementos finitos
o

¥

(MEF)

Solucion de sistemas de
ecuaciones lineales matricilales

‘ o*h  °h _

Ecuacion de Laplace: k +k
X2 Y ayz

0
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Método de elementos finitos (Flujo establecido 2D) &

— Técnica numérica que proporciona soluciones aproximadas de ecuaciones
diferenciales parciales para resolver problemas de campo determinados

— Versatil respecto a otros meétodos: anisotropia, heterogeneidad
y multiples condiciones de frontera

b4

Elementos finitos triangulares: ——

La carga hidraulica varia linealmente
dentro de cada elemento finito:

h =0, +0,X+ a3y

1 i Donde: N; =g +biX+Ciy
{h } - _{Ni N; Nm}< hy ¢ 1 Nj=aj+bjx+c;y
2A A:—(xibi+x-b-+xmbm) .
uy o 2 1 ') Np=ag+bpx+cqy

4 - - -
Area del elemento finito Funciones de forma
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!" .--;gu, Método de elementos finitos (Flujo establecido 2D) &
2 2 A
Ecuacion de Laplace 2D: = k, 2 2 k % 0
OX ay
| iAj
Resolucion con enfoque variacional:
oh 1 ox)" [k, 07(eh/ o 0
Y = H 1 X X dx dy - X _p
p 2 |oh [/ oy 0 ky||oh/ oy oh,
( ) Donde: - _
o b G
oh. e 1 ky O by bj by,
m
XL = X >:[S]e{h}e ; By Cn -
oh oh; . ) B
e T
o1° [s]°=—[B] [R][B]
— _/
\ahm ~"

Sistema de ecuaciones
lineales homogéneo:

Carga hidraulica

[S]{hr}:

.
’

Matriz general

Funcion de corriente

[SHy:j =

¥

q=y—y,=CcCte
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Solucidén aproximada con enfoque variacional
(Método de elementos finitos)

$

Sistema de ecuaciones
lineales homogéneo:

\
Carga hidraulica Funcion de corriente Método de
[S]{h.} =0 ; [S[{w,}=0 ) eliminacion
aussiana
¢h,? w2 ’
J

\ 4

1) Lineas equipotenciales: h, = constante

Curvas de isovalores , | | mp Dibujar redes de flujo
2) Lineas de corriente o de flujo: g, = constante
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Se cumple bajo las siguientes hipétesis:

o — El flujo es establecido
o°h n o°h 8 h ~0 Ecuacion — El suelo esta saturado
2 2
ox~ oy o07° de Laplace — El flujo no modifica la estructura del suelo

en ninguna forma [ inyeccion
extraccion]

| — El aguay las particulas sdélidas son incompresibles !

 La solucion aproximada de la ecuacion de Laplace se representa graficamente
mediante dos familias de curvas mutuamente ortogonales:

1) Lineas equipotenciales: h = constante Gasto: 0=k h(n—fJ —kh$
2) Lineas de corriente o de flujo: y = constante €
Nivel piezométrico
¥ i e 1
v Loy
T 2- - h = n. Ah
Zona pemmeable

; ‘-———-u—— Lineas equipotenciales
RS SIS TR //mmm R RT

(Flores-Berrones, 1999) Zona impermeabie
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A

i — — — —
Verificacion de Impermeable
ortogonalidad entre An=10m
lineas de flujo y
equipotenciales - v=0 -
(Lopez, 2001) P
23
20+
181
Lineas de flujo
Gasto: 15
0 Y(m o e
q=kh|—L|=kh$
e 107
(I):35 ol ¢:25
5 \
3,
Lineas equipotenciales

X (m)
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Red de flujo obtenida con FLOWNETS (Lépez, 2001) &

Red de flujo en un dominio de forma trapezoidal

h 4

Impermeable s 4

y=0

$=25 12

D

[ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ U
0 2 4 6 8 10712 14 16 18 20 22 24 26128 30 32 34 36 38
X (m)

Lineas . :
equipotenciales Lineas de flujo
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Red de flujo obtenida con FLOWNETS (Lopez, 2001) &

Red de flujo bajo la cimentacion de una tablestaca

v 0%, __
¢=16

8

7_

6 /

Lineas de flujo

5
é 44 Lineas equipotenciales
> /

3_

2_

1_

0

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
X (m)

o
=
()
w
oo
(6a]
o
~
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Redes de flujo obtenidas con FLOWNETS (Lépez, 2001) &

Red de flujo en un medio homogéneo e isétropo

T T T I T T T [ T T T T T T T T T
0 40 80 120 160 200 240 280 320 360 400 440 480 520 560 600 640 680 720 760 800
X (m)

Red de flujo en un medio estratificado

h=30m h=0 . 4

o JIVNSIRS/ /] 1 Material A

60 Material B

T T T T T T T T T T T T T \ T T T T
0 40 80 120 160 200 240 280 320 360 400 440 480 520 560 600 640 680 720 760 800

X (m)
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Gradiente hidraulico:

o)Al o - g

J

Velocidad de flujo: {V1}° =—[R|{i}" = —i[R][B]{h}e

Donde:

kK, O _ [R] . [B] _ b; b; by, _ Yi=¥m Ym—Yi YiTYj
0 ky ’ Ci Cj Cm Xm—Xj Xi — Xy Xj_xi
— ~— e \ _J/

: . ~—
Matriz de permeabilidad Matriz geométrica

Gasto: O =—b; {V, }e m|
C]ry =—C, {Vy }e i J
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Algoritmo FLOWNETS (L6pez, 2001)

Pantalla de inicio

Ventana de resultados

. Resultados del Analisis Determinista X
1
[ ANALTSIS DETERMINISTA
COORDENADAS | " Vectores de welocidad & Vfectores de gradiente hidrdulico

x=[ 2902  ¥=z[ 10704
CARGA HIDRAULICA

N. P. Lopez & G. Auvinet; b= [eeees

COORDENADAS
X =| 67163 ¥ =| 27334

GRADIENTE HIDRAULICO

i x= 0152 i ¥ = I 0129
i R = I 0.205

VELOLIDAD DE FLUJO

Vx= T.ZTE-T VY = I 5.9E-T
VR = I 9.37E-F

< Gasto
GASTO A TRAVES DEL LADO QPUESTO AL NOLO =
Total= = 5B 4 7
ler NODO =| 474 20 NODO :I 448 3er NODO = | 439
@, = [ 19%E6 Q = a%E7 Q= [ 9%ET Q= |

Q,: IEE qy=| -2.08E-6 Q= | 1836 Qy= | FLOWNETS

MALLA DE ELEMENTOS FINITOS

o T,
B BE
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A

2 Método de los paseos casuales
o (caminatas aleatorias)

¥

Representacion de caminatas
aleatorias 3D en un plano 2D
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Paseos casuales (caminatas aleatorias) &

El método de los paseos casuales (RWM —Random Walk Method-) consiste en
estudiar los movimientos de una particula que se desplaza en forma aleatoria sobre los
nodos de una malla (con que se modela el dominio de flujo en estudio), permitiendo
determinar la carga hidraulica en los puntos de interés del suelo a partir de la resolucion
numeérica de la ecuacion de Laplace en términos de diferencias finitas.

,go 0—0—0—0
Frontera del dominio Q2
_ v
Medio ) .6 G ————
h;,rgg?rinio O—é—o——¢ oo
|
P P>
O—¢—¢—0—0—0—0—0—
P3| Po | Py
——¢—¢—0—9o—¢——O
P4
*——0—0—0—0—0—O _ _
® Nodos interiores
—o—9o—— 06— 06— O
O Nodos de frontera

Fa Fat e o A o 0 o) (nOdO absorbente)
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Paseos casuales (caminatas aleatorias) &

Generar una serie de trayectorias aleatorias (mediante niumeros aleatorios) a
partir del nodo p, de la malla en el cual se desea estimar la carga hidraulica.

2

La particula se desplaza de manera aleatoria a traves de los nodos interiores de
una malla determinada y se detiene cuando llega a alguno de los nodos de la
frontera, denominados absorbentes, porque en ellos se conoce el valor de la
carga hidraulica (condicidon de frontera impuesta).

2

Una trayectoria completa esta constituida por una secuencia de nodos, siendo
el ultimo un nodo absorbente.

La carga hidraulica se determina entonces, contando los niumeros de
trayectorias (n;) que terminan en las distintas fronteras, multiplicandolos por el
valor de la carga hidraulica en la frontera respectiva (f;) y dividiendo el
resultado entre el numero total de trayectorias.

B nf,+n.f,

‘ N, n, +n,

Este procedimiento se repite un numero de veces determinado y el resultado
obtenido es una medida insesgada de la carga hidraulica en el nodo estudiado.
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3 T\ >
i

W
*\ﬂ*‘w’ﬁ i
- ,

g4

%¥y  Paseos casuales (caminatas aleatorias)

A

Posibilidades de desplazamiento sobre los nodos de una malla

Dos dimensiones

P
= D S
I I
I I
I |
I I
| |

P
P3$ i %
I |
I |
I |
I I
| |
I |
e s i s s s i i i il N |

P4

Probabilidad de movimiento
desde cualquier nodo interior = 1/4

Cuatro direcciones posibles

Tres dimensiones

~1
-1
pZI// I
y 4 :
I
Ir’ | Ps
[ P Ot
| e
- | e
p ./)I Po L__#
;/‘ I 7 F1
e A
SR i =
Pe ,//
-
-
»
-~

Probabilidad de movimiento
desde cualquier nodo interior = 1/6

Seis direcciones posibles

Medio homogéneo e isotropo
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Paseos casuales (caminatas aleatorias) A

( La malla es cuadrada o es un
- cubo (paso constante en las

Medio isétropo : . :
direcciones espaciales

El paso o médulo de correspondientes)
la malla depende de <
las permeabilidades La malla es rectangular o es

» un paralelepipedo (paso
distinto en las direcciones

\ espaciales correspondientes).

Medio anisétropo

Condiciones de flujo diferentes al caso
de un suelo homogéneo e isétropo

4

Generalizacion

4

Método de los paseos casuales se debe — Anisotropia

adaptar, modificando la resolucion de la

ecuacion de Laplace en los nodos que lo < — Medios heterogéneos
requieran (para diversas condiciones _

geométricas y de flujo) — Fronteras impermeables, etc.

FACULTAD DE INGENIERIA, UNAM DIVISION: CIENCIAS BASICAS COORDINACION: MATEMATICAS Profra. Dra. Norma Patricia Lépez Acosta | Pag. 32 de 61



Paseos casuales (caminatas aleatorias) &
en medios heterogéeneos simulados 3D

0°h 0°h 0°h
Ecuacion diferencial parcial 3D: ky —+ky—+k,—=0
P “ox? 7 ay? oz°

Diferencias finitas:

kl—(hlaho)d2 +k2—(h2 ~Mo) g2 +k3—(h3 —fo) g2 +k, (ha=ho) g2 (h5ah0)d2 +Kg (s =ho) gz _

5 d -
hy = le hy + sz h, + 6k3 hy + 6k4 h, + 6k5 he + 6k6 he > {h}={f }+[M ]{h}
ki ki ki Xk ki Xk,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
£
: g Pl
T I
|//, p2:
r T e =
/ pﬁ’:’/ : ///:
,f,, i po ,’:,,‘bl
b Pl Dl e diaetol]
o :p5 ///I
_/d i ,/”/p6
L
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Paseos casuales (caminatas aleatorias)
en medios heterogéneos simulados 3D &

ﬁ)onde: \
Sistema de diferencias finitas:{h} ={f }+[M [{h} | {n}

{ f } Vector columna que define condiciones
de los nodos de frontera.

M | Matriz que define los desplazamientos.
] J

K,

Probabilidades de desplazamiento:P(j):k Tk Ak ok Tk 0 ]1=12,..,6
1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6

Nodo
) absorbente

Trayectoria completa: St =( Po» Prs s
Secuencia de nodos

A
Z
» r ? Carga hidraulica:
CE S
: : A ] e ] f2
. e _73_1 o | h. = n1f1'|'nzf2
. 4 n | ,l”,f/ﬂ?/;/:”' e 0~
RN T S [EPGER & i s e N, +nN
—— | z* I }/’I' I 1 J.’T 1 2
f - B po 11 Ipl 1
1 j_’___.l._-bi-;//l—,&/ Z 1 |
P B 17— -
,/ | il /:/ i 5|, % 1 _
//‘ : ‘,/I_L_7i’_’::__7.:,_ _.__I: e
/,/ :_____ :______: ____pﬁ '_/____
7 v ‘; X
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Representacion de caminatas aleatorias 3D E;
en un plano 2D

& Desarrollar una técnica donde los objetos tridimensionales se lleven al
plano 2D mediante la proyeccion de puntos y lineas sobre la pantalla grafica.

& Es posible utilizar formulas de rotacion, traslacion y proyeccion para
transformar las coordenadas del objeto tridimensional en coordenadas de
pantalla grafica.

& Procedimiento:

1) Definir un sistema de coordenadas universales, en donde el punto de
vista se localice en el origen del sistema.

2) Mediante formulas rotacion y traslacion de ejes, modificar las
coordenadas de cada punto del objeto, para tener una perspectiva de la
imagen.

3) El objeto tridimensional se debe desplazar hacia el fondo, porque el
punto de vista se encuentra en el origen.

4) Mediante relaciones trigonométricas, proyectar las coordenadas
tridimensionales en la pantalla.
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(a) Punto de vista en el origen (b) Proyeccidn de un punto

de coordenadas universales en el plano
Y e e
A
i
' Y—=Z
E
Y (o T ©
(] = :
3 Py | © Punto de
= l S vista i
| (a

'

AU
—

' 0

s Z -
£ » lLas coordenadas (x,y, z) de los puntos se L A
: transforman en coordenadas de pantalla (px, py). A
» La distancia L que aparece en la figura es la i ! E
i distancia que hay entre el observador y la pantalla. Fx o
' © i :
: ®] = :
\ 4 IREEC N
: . . P = @
: Con las transformaciones de coordenadas anteriores, se : Y aB c
puede desarrollar un programa que visualice objetos i i B D
tridimensionales utilizando las opciones de trazado i % - L -
normales para dos dimensiones. ., - Z - . '
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G Definicién: Transformacion lineal &
-

Si el dominio de una funcion f es R"y el codominio es R™ (my
N quizas iguales), entonces f se denomina transformacion de

R"™ a R™ y se dice que f mapea (aplica o transforma) R" en
R™. Esto se denota escribiendo f: R"—>R™.

llustracion: w, = f,(X,X,,...
w, = f, (X, %,,...

%)
X

)

w, =f (X,%,,....,X, )

Si denotamos:

T(X, Xy, s X )= (W, Wy, ..., W)

Entonces se puede escribir:
T:R" > R"

COORDINACION: MATEMATICAS
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‘,.U,,_s;w, Representacion matricial de una

T ,‘

- transformacion lineal

Entonces, una transformacion lineal T. R"—»R™ puede estar
definida por ecuaciones de la forma:

W, = @ X, +  apX, 4+ +a,X

1n“*n

2n*n

En notacion matricial;

W, A 8y o Ay || X
W, _ Ay Ayt Ay || X
_Wm | _aml a‘m2 a'mn | _Xn |
En notacion mas compacta:
W= A X

La matriz A se conoce como matriz asociada a la transformacion
(es su representacion matricial ).
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A3 1’"‘, =4 o
ey
o2 ; 'c‘"

Efectos geomeétricos
de las transformaciones lineales

& OPERADORES REFLEXION (en el plano)

A

by Reflexién respecto al eje “y”
(%) ) -10
w=T(X) X X O 1
yl (x.y) Reflexion respecto al eje “X”
X |
. X 1 O
w=T(x) : O . 1
(X!'y)
yi 00y Reflexion respecto al eje “y=x"
W=T(X) | . O 1
(x.y)
X 1 0
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Efectos geomeétricos
de las transformaciones lineales

& OPERADORES REFLEXION (en el espacio)

Reflexion respecto al plano “x-y”
(1 0 0
01 O
0 0 -1
Reflexion respecto al plano “x-z”
(1 0 O]
0 -1 0
_0 0 1]
Reflexion respecto al plano “y-z”
-1 0 0
0O 1 0
0 0 1]
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Efectos geomeétricos
de las transformaciones lineales

@ OPERADORES CONTRACCION Y DILATACION (en el plano)

y Contraccién con factor k sobre R2
_k O_
X v (Xy)
W
(kxaky) _O k_
» X
y . .
N Dilatacion con factor k sobre R2
W _ _
k) k 0
(X,y) 0 k
» X - -
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Efectos geomeétricos &

el de las transformaciones lineales

& OPERADORES CONTRACCION Y DILATACION (en el espacio)

Z Contraccioén con factor k sobre R3
X_(X,Y,2) _k 0 O_
W
(kx kykz) 0 k O
> Y 0 0 k
X
Dilatacion con factor k sobre R3
Z _ _
t k 0 O
Wy (kx,ky,kz
o elyka) 0 k 0
x.y.2) 0 0 k
> Y | _
X
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= Efectos geomeétricos

=Y

i) de las transformaciones lineales

& OPERADORES PROYECCION ORTOGONAL (en el plano)

Proyeccion ortogonal sobre el eje “X”

yl
x.yh _1 O_
X |
/S (x0)
L X _O O_
Proyeccion ortogonal sobre el eje “y”
y
Oy) e — — 5(xy) _O O_
w X
’ - X 0 1
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Efectos geométricos &

de las transformaciones lineales

& OPERADORES PROYECCION ORTOGONAL (en el espacio)

Z\
(X,y:2)2)

Proyeccion ortogonal sobre el plano “x-y”

1 0 O La interpretacion geométrica de la transformacion

T(x, y, z) = (x, y), donde (x,y,z) representa un
0 10 » segmento dirigido cualquiera del espacio
00 0 cartesiano tridimensional, 7 transforma dicho

segmento en su proyeccion sobre el plano X-Y.

Proyeccion ortogonal sobre el plano “x-z”

(1 0 O]
0 0O
0 0 1

Proyeccion ortogonal sobre el plano “y-z”

0 0 0]
010
0 0 1
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Efectos geométricos &
de las transformaciones lineales

& OPERADOR ROTACION (en el plano)

yA Rotacién a través de un angulo “ &’
(W, W)
W cos¢ -—send
0 () send cosd
X - X

& OPERADOR TRASLACION

T(x)=x +Db sib #0, esta transformacion es no lineal, a esta transformacion se
le llama traslacion por b.

¥

Una traslacion por un vector b # 0 desplaza una figura sumando b a todos
Sus puntos.

2 2]
- - -2 Rotacidon de 45° seguida de una
. _| 2 2
Ejemplo: T(x)= X+ 0 traslacion por (-2,0)
2 2
~—- = Transformacion afin - Transformacidn
| 2 2 lineal seguida de una traslacién.
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ki RESUMEN: Efectos geométricos &
- de las transformaciones lineales

Reflexiones Transforman un vector (o un
punto) en su imagen simetrica.
Transforman cada vector en su

Proyecciones .
y proyeccion ortogonal.

Rotaciones Giran un vector hasta describir un
angulo fijo.
Desplazan un vector sumando o restando

Traslaciones .
una cantidad b a todos sus puntos.

Contracciones Comprimen cada vector por un factor k.

Dilataciones

Estiran cada vector por un factor k.
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Dim NXI, X(), Y(), Z(), PX(), PY(), XN(), YN(), ZN()
Private Sub Command1_Click()

Archivo = InputBox("Nombre del archivo de datos")

ROT1=5.68319: Rem 5.68319=326°
ROT2 =6.28319: Rem 6.28319=360°
ROT3 =5.79778: Rem 5.79778=332°

Open "C:\ARCHI\" + Archivo + ".DAT" For Input As #1
Input #1, NXI: Rem NUMERO DE PUNTOS A DIBUJAR

ReDim X(NXI), Y(NXI), Z(NXI)
ReDim XN(NXI), YN(NXI), ZN(NX1)

ForJ =1 To NXI
Input #1, X(J), Y(J), Z(J): Rem COORDENADAS DE CADA PUNTO

Rem ROTACION
XN(J) = -1 * X(J)
XA = (Cos(ROT1) * XN(J)) - (Sin(ROT1) * Z(J))
ZA = (Sin(ROT1) * XN(J)) + (Cos(ROT1) * Z(J))
XN(J) = Cos(ROT2) * XA + Sin(ROT2) * Y(J)
YA = Cos(ROT2) * Y(J) - Sin(ROT2) * XA
ZN(J) = Cos(ROT3) * ZA - Sin(ROT3) * YA
YN(J) = Cos(ROT3) * YA + Sin(ROT3) * ZA

Rem TRASLACION DE "Z" (hacia atras) y "Y" (hacia abajo)
ZN(J) = ZN(J) - 20
YN(J) = YN(J) - 2

Next J

Close #1

Programa “Conversion3Den2D.vbp” (Lépez-Acosta, abril 2005) &

Contintla —™ @
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Continuacion —™ @

Rem************************************************

Rem* TRANSFORMACION DE COORDENADAS (X,Y,Z) A (X,Y)

Rem************************************************

ReDim PX(NXI), PY(NXI)

For 1 =1 To NXI
L=1200
PX(1) = L * XN(1) / ZN(1)
PY(1) = L * YN(1) / ZN(1)
PX(1) = PX(1) + 399
PY(1) = PY(1) + 299
RX = 7200 / 799: Rem 7200=distancia en "X"
RY =5760 / 599: Rem 5760=distancia en "Y"

PX(l) = (PX(|) * RX) + 960: Rem 960=Coordenada "X" del punto (0,0)
PY(|) = (PY(') * RY) + 1080: Rem 1080=Coordenada "Y" del punto (0,0)

'Picturel.Print "PX("; I; ")="; PX(I)

'Picturel.Print "PY("; I; ")="; PY(l)
'MsgBox "CONTINUAR" e

Next |
g™

——

..'-'-"'-"—'-

Rem***************************

DIBUJO DE LAS LINEAS

Rem***************************

Rem*

‘Line (960, 1080)-(8160, 6840)

Line
Line
Line
Line

Line
Line
Line
Line

Line
Line
Line
Line

Line
Line
Line
Line

Line
Line
Line
Line

Line
Line
Line
Line

0
x
CONWEA UVIOONER O0ONOUT BHWNE

End Sub

ONOUVT HWNE

NONW o= pE 0ONWH

-(PX
-(PX
-(PX
-(PX

UVIOONOY RRPAWN

WNON HOOUNI=R HOONW

WNON pHOOUVIR BHOONW

Programa “Conversion3Den2D.vbp” (Lépez-Acosta, abril 2005) &
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Algoritmo PASECA (Lépez, 2003)

Pantalla de inicio Ejemplo de una

caminata aleatoria e
PASECA 2003

del flujo
Método de los Paseos Casuales generada por el
en los Andlisis de Flujo de Agua programa

N. P. Lépez-Acosta & 6. Auvinet

Form =] [acTivaTE Project - Proyectol x|
¥A2 — (Cos(ROT2) * Y(E, I, J)) - (5in(ROT2) * X&2) Z‘ &
ZN2 (X, I, J) = (Cos(ROT3) * ZR2) - (Sin(ROT3) * YAZ) =-f8 Proyectol (PASECA.vbp)
, I, + (Sin(ROT3) * ZA2) =25 Forms
PLA "y" —_Punto final—-— { .[1 ACERCADE (ACERCADE.
I, i i [N ARCHIDATOS (ARCHID A
. £ Forml —uE) R
TRANSFORMACION DE COORDENADAS —-Ful
L * XN2(K, I, J) / ZN2(K, I, J) PC
=L * YN2(¥, I, J) / ZNZ(X, I, T) Informacién de cdlculo requerida:
X2 + 145 PASECA

PY2 + 140 Punto X: 3
(PX2 * RX) + 3000 2003
(PY2 * RY) + 50 Punto ¥: 3
. X ALCULO: Nombre del archive de datos: Punte Z: ’T
unto i 1,7, R=Nul €:\Users\NLopezA\MisPrograma:
N® de Simulaciones: 2000

Circle (PX1, PY1), 24,

Cédigo y datos Rem SE DIBUJAN LOS PASOS:

Line (PX1, PY1)-(PX2, P¥2), RGE(255, O

SOIiCitados por eI If K =1 0r K= 6 Then GoTo 1000 Regresar . .
programa : Rem CoNTINGA 1A caTNTA

SE CALCULA LR CARGA HIDRAULICE

m

em

em
Rem
o

=
]

=

0 Circle (FX2, PY2), 24, RGB(OD, 0, 0)
5D = D1 + D4
HCC = ((H4 *= D4) + (H1 * D1)} / SDI
StatusBarl.Panels(6) = Format (HCC, "0.00#")

1500 Mext J5: Rem TERMINAN LAS SIMULACIONES

2000 Rem METCDOFPC.Show
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2 Transformacion
o O mapeo conforme

¥

Transformaciones
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Transformacién o mapeo conforme &

Obtencién de una funcion que permita transformar un problema del
dominio geomeétrico que se buscaresolver en un problema cuya
solucion sea conocida.

Solucidén analitica
aproximada

Procedimiento mediante el cual se hacen corresponder los puntos
Mapeo » de una figura de un plano ¢ con los puntos de la figura respectiva en

el plano w. ‘

Se llama conformal o conforme (“Conformal mapping”) cuando no
modifica los angulos de interseccion y las formas geométricas
aproximadas entre los planos de interés (Harr, 1962).

Transformacion conforme del dominio G en el dominio G, (Harr, 1962; Panov, 1963; Spiegel, 1964):

Y F 3 r 3
Plano w g Plano ¢

»

si latransformacion o mapeo conforme de
este dominio con algun otro dominio G; mas
simple, es conocida.

La ecuacion diferencial de Laplace »
puede resolverse para un dominio G
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‘,m,,gw,, Transformacion o mapeo conforme &

o

— Latransformacioén se realiza por medio de la funcién analitica de una variable compleja:

¢ =f(w) .
— Donde: / \ Y
_ _ .. Plano w
C=A+nl ; W=X+YVl
— Ademas: f(w)zgl(x, y)+92(X, y)i
A n >
X
— La correspondencia o transformacién esta dada por las funciones:
A=0i(xy) + n=0(xY)
— Finalmente, la ecuacion de Laplace para un flujo establecido bidimensional:
o°h , &%h "1 Plano ¢
7t~ 2=0
oX~ oy
— Se transforma en: G a
8°h  &°h
7t 2=0
OA°  On ;
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Transformacién o mapeo conforme &

— Traslacion
Ya existen diversas . Permiten trasladar, invertir, etc.
: — Inversion - I
transformaciones < » el dominio del plano original al
generales Rotacié plano correspondiente
. — ion
(funciones) otacio (Harr, 1962).
— Estrechamiento

4

Algunas de estas transformaciones
especiales se indican en la forma de tablas
(Spiegel, 1964).
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Plano w <« Dominio Plano ¢« Codominio

¢ =w’

\

Transformacion

=X+VYI
w W=¢+yi ¢ y
b=my b=my 2
=y é/ =W
> X
i Y=y :
0 - ¢
(a) Plano w (b) Plano ¢
— _/ — 7
Y
Lineas rectas perpendiculares Parabolas cofocales

Transformacién o mapeo conforme &
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Transformacién o mapeo conforme &

> Suponer que lafuncion: @ =@+ mmmp Es funcion analiticade: Z = X + yi

Localizacion del punto

Se localiza en P, en el Plano z
Pl (4!2)

> Nimero complejo: X, + Vjl =) . punto P, del >
Plano z

> Es decir: @ = f(z) 3-

» Como: w=f (Z)

T

Debera existir un - Que corresponde al

punto Q, en el Plano w punto P, en el Plano z 0 ; : N 1 X
5 0 1 2 3 4 5
> Por ejemplo, silafunciénes: @ =12 .,
o Localizacion del punto
» ¢Cual es el punto que en el Plano w corresponde Ql en el Plano w
al punto z=4+2i del Plano z? ) Q, (12,16)
: \2 : T
=(g+yi)=(x+Yyi) =x*+2xyi - y°
> lgualando las partes reales y las imaginarias: 10
d=x-y* ; wi=2xyi ........... (1)
5 =
» Sustituyendo en (1) : x,=4y y,=2, se obtiene:
w=12+16i 0 = : : | @
0 5 10 15 20
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i

Bx

o Transformacidon o mapeo conforme &

> Para una secuencia de puntos, se tendra que para una curva determinada en el Plano z,
se puede obtener la curva correspondiente en el Plano w:

> Por ejemplo, si lafunciones: 7 = a)z

> En este caso, setiene: X +Vi= (¢+1//i)2 = ¢% + 2¢yi—y?
Ecuaciones paramétricas que

> Consecuentemente: [x _ ¢2 _1/12] : [y = 2¢w] . (2) dantlatzjanlsfordmacicl’)n entre los
puntos de los dos planos

Plano w:
»Si: ¢g=0 m) Lineas paralelas al eje : »Si: y=¢C m) Lineas paralelas al eje ¢
» Consecuentemente, al sustituir ¢ =C; en las _ o
ecuaciones (2), se obtiene: Ecuaciones paramétricas que
y=2oy ; x=¢°-y’ mmm) dan latransformacion entre los

puntos de los dos planos

2 - ,
> Al eliminar @ de las ec. anteriores, se tiene: X= 012 —4y—2 == :gglrl]li:g;?g??g&?;g;%:eeje
! X, con foco en el origen.
» De forma similar, al sustituir ¥ =C, en (2):
_ y2 ) Familia de parabolas que se
> Se obtiene: x =———C 4mmm abren haciala derechadel eje
4c, X, con foco en el origen.
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"W & o
gl

-

300 1

Funciones ¢y wenel Plano w
/4

Transformacién o mapeo conforme &

Funciones ¢y wenel Plano z

15.00

‘n = wy =} vy
I 1 31 1 3
250 + w=2.5 10.00
200 4 y=2.0 500 ¢=0.5
150 4 y=1.5 0:00 « X
1.00 + lp:l‘{)
N
050 4 v=0.5 Gasto: gq=kh|— [=kh$
Ne
0.00 + ; :
0.00 1.00 2.00 3.:)0¢

Si @ es unafuncion de flujo
y ¢ es una funcion equipotencial,
la funcion: 2

.=

$

Transforma un sistema de flujo uniforme
en el Plano w, en un sistemade flujo con

parabolas cofocales en el Plano z.

(" Solucion de Kozeny para flujo a través de
presa de tierra con filtro horizontal:

Lineas de flujo

IIK

{

Equipotenciales
F Filtro
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Transformacién o mapeo conforme &

e “:2) Wy
e
> Otro ejemplo, si la funcién es: a):arccos(z/t)
2 2
L . X y .
» Las familias de curvas que se obtienen: 5 —+ 5 =1 4m Elipses cofocales
t“cosh“yw t°senh”y
X Y’ 1 4= Hipérbol focal
— = ipérbolas cofocales
t?cosh®¢ t?senh?¢
Funciones ¢y w enel Plano w Funciones ¢y wenel Plano z
2/{ -10.00 31/
508 & o5 e i /
1.70 = - ] =, . !
S -3 = & 5.00 ~¥ry=0.36n
1.41 4 Y
y=0.45n y70:27m
R
. JEy=0.
y=0.36m “X 000 | el . X
0.85 T AR — $=0.451
' y=0.27n I
0.57 L v $=0.36n
y=0.18 -5.00
0.28 =+ | 0=0.36%
y=0.09n i $=0.18
L. L . -10.00 -
0.00 1 $ i } $ } ] ¢; _1000 _5-00 000 [ 0.097%
000 028 057 085 113 141 170 1.98 y
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Transformacién o mapeo conforme &

Tablestaca
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Las familias de elipses e hipérbolas
cofocales representan lared de flujo
bajo la tablestaca
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Transformacién o mapeo conforme &

Funciones ¢y wen el Plano z Presa impermeable
y
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! 0=0.36n 1
i $=0.18 -10.00 R
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1000 500 000 "% e e ol b
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Las familias de elipses e hipérbolas
cofocales representan lared de flujo
bajo la presaimpermeable
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