PROBLEMAS RESUELTOS
ALGEBRA LINEAL &

Tema 4. Espacios con Producto Interno

SUBTEMA: PROCESO DE GRAM-SCHMIDT

Problema 1:] Sean P, el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual
a dos con coeficientes reales, B = {l,x,xz} una base de P_, y el producto interno en P,

definido por:
1
(pla)=]", pOYa(x)dx
(a) A partir de B, determinar una base ortogonal de P_,.

(b) Obtener el vector de coordenadas de h(x) =1+ 2x —3x* en la base ortogonal del
inciso anterior.

SOLUCION:

(a) ¢La base B es ortogonal?
___11 d—ld—XZl—l 1
()= a00ex= o= £ 22

1
) 2 P ok [ xeaxe| X 21 (L1221 |2
(vl‘vs)—.[_ll(x )dx—j_lx dx—{ 3 L =3 ( :J_ 3+3 —¢0 <« B no es ortogonal

e Mediante el proceso de Gram-Schmidt:
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e Por tanto:

W, =V, —

Boe = {1, X, X* —%} < Base ortogonal

(b) El Vector de coordenadas en la base ortogonal Bog del inciso anterior buscado es:

. (hw) (o)

(h),os =| @, |; donde sus coordenadas se obtienen con: o, = ——%, @, = ~——
N (o) (el
h{w.
= ).
(vl

e Calculando los productos internos correspondientes:

o, = (h‘wl) ; (h‘ﬂ)zfl(l+ 2x—3x2)(1)dx=fl(l+ 2x —3x%)dx =

(9e])

=[x+x2 %] =141-1-(-1+1+1) -
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e Por tanto:

(h)BOG =| 2 || « Vector de coordenadas
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Problema 2:] Sea P, el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual a dos
con coeficientes reales, y el producto interno en P._,, definido por:

p(X) = a, +a,x +a,x’
=a,b, +2ab, +3ab \ P.
(p|Q) a,0, +2a,b, 2 q(x):bo+b1x+b2x2 €ry

Obtener una base ortogonal de P.,, a partir de la base B = {1+x+X*,1+X,1}.
SOLUCION:

e Utilizando el proceso de Gram-Schmidt:
W, =V,

Lw =14+ x+ X2
iy )

(v

(\Z\Wl) = (L+ XL+ x+X2) =1(1) + 20)(1) + 3(0)(Q) =

(WM) = (1+ X+ XL+ X+ x2) = 1(1) + 2()(1) + 3QW) (1) = [6]

.'.W2=1+x—§(1+x+x2)=1—£+ x—tx-Le o, W2:£+1X—1X2
6 2

2 2 2
) (7).

(sefo) (v

(\Z\Wl) = (11+ x+x*) =11) + 2(0)(@) + 3(0)() =

W, =V; —

2 2 2
—|— 11 1,1 1 1, 3
(Wz‘wz)z ZHIX-IX A EX-2XE | ==
2 2 2 |12 2 2 2

.'.Wg:1—1(1+X+x2)—1/—2(£+1x—1x2)_> W?):g_lx
6 3

3/2\2 2 2 3
e Finalmente: |B,, = 1+x+x2,£+£x—lx2,g—lx «Base ortogonal
2 2 2 3 3
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Problema 3:f Sea P_, el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual a
dos con coeficientes reales, y sea el conjunto B ={1,1+ x,1+x+x2} una base de P.,.

Determinar a partir de B una base ortonormal de dicho espacio, considerando el producto
interno en P, definido por:

v p(x) =a, + b x+cx° .

(pla) = p0x)a0x) + p(x)a(x,)+ p(Xs)a(x,) ,€P,
q(x) =a, +b,x+c,x
donde x, =-1; x, =0; X, =1.
SOLUCION:
« El producto interno dado es: |( p|q) = p(-1)a(-1) + p(0)q(0) + p1)q(1)
e ;B es ortogonal?:
(\71\\72) =11+ x] =) + WD + (1)(2) =[3]# 0 < B no es ortogonal
e Utilizando el proceso de Gram-Schmidt:
W, =V,
W -1
(i)
W, =V, —7—=— W
(vew)
CmEe
(wafwe ) = (12) = QW + O + QW > (we]w; ) =
E:1+x—z(1)=1+x—i R
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(o) (e
(\TM) = (14 x+x1) =10) + W + (B)@) =

(W], )= (xx) = (DD + ()©) + O = [2]

— 5 2 — 2
AW =1 X+X (D) -2(X) > |w=x2-=

e Por tanto: |B; = {1, X, X* —%} «—Base ortogonal

e Para la base ortonormal:

PR S S

e = m W - ..el_\/g(l)_ NE

e, =W, — .'.e_:i(x)zix
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. e_—i(xz_gj— E(Xz_gj— EXZ_ g
2 3 2 3 2 3

3

e Finalmente:

B - 1 lx 3X2 2
oy =13 —=»——=X,4[=X" —,[= ¢| < Base ortonormal
BV N2 T3
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