PROBLEMAS RESUELTOS
ALGEBRA LINEAL &

Tema 2. Espacios Vectoriales

SUBTEMA: ESPACIOS VECTORIALES

|Prob|ema 1:| Sea V = {a} el conjunto con el Gnico elemento “a”. Determinar si V es un
Espacio Vectorial sobre los reales con las operaciones de adicion y multiplicacién por un
escalar definidas por:

®@:at+a=a
®:aa=za V aeR

SOLUCION:
1.- Cerradura para la suma: u+v=xeV
< cumple por definicién
2.- Conmutativad de lasuma:  u+v=v+u
ata=a+a
« cumple
3.- Asociatividad de lasuma: U+ V+W = U+V +W

at[ata]=[a+ta]+a
ata = a+a

« cumple

4.- Existencia de vector neutro: e=a
*Izquierda: e+u=u *Derecha: u+e=u
ata=a ata=a

« cumple —

5.- Existencia de inverso aditivo: z=a

*Izquierda; z+u=u *Derecha; U+z=u
ata=a a+ta=a
« cumple -
6.-Cerradura para la multiplicacién:  o-u=yeV

<« cumple por definicion

7.- Distributiva de la multiplicacion para la suma de vectores: o U+V = al +aVv
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a(a+ta)= aat+oa
aga=ata

« cumple

8.- Distributiva de la multiplicacion para la suma de escalares: o +p U =ou+pu
(a+PB)a=oaa+pa

a=a+a
« cumple
9.- Asociativa de la multiplicacion: o Bu = ap u
a-(B-a) = (a-P)a
aa = a

<« cumple

10.- Unicidad: 1-u=u
la=a

« cumple

Por tanto, “V” si es un Espacio Vectorial sobre los reales.

Problema 2:| Sea el conjunto A = {(x,y) | X,y € R} y las operaciones de adicion y

multiplicacion por un escalar definidas por:

D: G:L\_/: (X1 + V2. X0 + V1) v_ﬁ = (X0, X2); V = (Ya,Y0) € A
®:oU =(aX, X)) Vae Ry u =(X;,X) € A

Determinar si A tiene estructura de Espacio Vectorial.

SOLUCION:
1.- Cerradura para la suma: u+v=xeA
U+V= (X + Yo, Xo + Y1) € A < cumple por definicion
2.- Conmutativad de lasuma:  U+V=V+u
(X1,X2) + (Y1.¥2) = (Y1.Y2) + (X1,X2)
‘(Xl + Vo Xo+t Y1) # (Y1+X2,Y2+X1)‘ < no cumple
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3.- Asociatividad de la suma: U+ VFW = U4V +W

(X1!X2) + [(YLyZ) + (W].’WZ)] = [(Xl’x2) + (ylayZ)] + (WlaWZ)
(X1,X2) + (Y1+Wo,Yo+Wi) = (X1 + Yo,Xp + Y1) +(W1,Wy)
(XaHY2H W1 XoHy1+ W) # (Xa+Yo+HWo,Xo+y1+Wi)| <~ no cumple

4.- Existencia de vector neutro: e =(e,,e,)

*Derecha: u+e=u *1zquierda: e+u =u
(X1,X2) + (B1, €2) = (X1, X2) (0,0) + (X1,X2) = (X1,X2)
(X1+€2,X1€1) = (X1,X2) (0+ X5,0+ X3) = (X1,X2)
Igualando términos: (X2, X1) # (X1,Xp)
X1+€ =X Xty = X
e,=0 e;=0 No existe vector neutro,
e=(0,0) .. no se cumple el axioma

5.- Existencia de inverso aditivo: z=(z,,z,)
Puesto que no existe vector neutro, entonces no existe inverso-aditivo,
.. no se cumple el axioma

6.-Cerradura para la multiplicacién:  o-u=yeV
\a-(xl, Xo) = (0X1,Xp) € V\ <« cumple por definicion

7.- Distributiva de la multiplicacién para la suma de vectores: o U+V = aU +aVv

o [(X1,%2) + (Y1,Y2)] = a(x1,%2) + ay1,Y2)
o (X1HY2,Xo+Y1) = (0X1,Xp) + (0y1,Yo)
\(ax1+ay2,x2+y1) # ( ax1+y2,x2+ay1)\ < no cumple

8.- Distributiva de la multiplicacion para la suma de escalares: o+ u=au+pu

(o + B) (X1,X2) = au(x1,%2) + B(X1,%2)
(oXq + BX1,X2) = (0X3,%2) + (BX1,%2)
‘((XX]_ + BXLXZ) * ((XX1+X2,X2+BX1)‘ < Nno Cumple

9.- Asociativa de la multiplicacion: o BU = af u

o[ B+ (X1, X2)] = (0-B) (X1,X2)
o (B-X1,X2) = (0-B-X1,X7)
(0:B-X1,X,) = (0:B-X1, %) « cumple
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10.- Unicidad: 1-u=u

1-(X1.Xz) = (X1.X2)
(X1,%2) = (X1,%2) < cumple

Por tanto, “A” no es un Espacio Vectorial sobre los reales.

Problema 3:| Sea el conjunto F = {(x,y) | x>0; y>0; X, y € R}, el campo de los reales y la
adicion y multiplicacion por un escalar definidas por:

@ U+V= (Xpy1) + (X2¥2) = (a+XaY1tys) VU = (xya)i V = (XaY2) € F
®:o-U =a-(Xy,y1) = (aXp,oy;) Vae Ry u =(Xyy1) € F

Si portodo V (X1,y1), (X2,¥2), (X3,¥3) € Fy a, p € R se cumple que:

1.- (X1,y1) + (X2,¥2) € F « cerradura para la suma

2.- (Xp,y1) + [(X2,y2) + (X3,y3)] = [(Xe,y1) + (X2.¥2)] + (X3,y5) < Asociativa de la suma

3.- (X1,Y1) + (X2,¥2) = (Xo,¥2) + (X1,y1) < Conmutativa de la suma

4.- 1-(X1,y1) = (X,y1) € F, donde uno es la unidad del campo R <« Unicidad

5.- a[B-(X1,y1)] = (af)-(X1,y1) <« Asociativa de la multiplicacion (no cumple si a 6 <0)

Determinar si F es un Espacio Vectorial sobre R; en caso de afirmativo dar al vector
neutro; en caso negativo, decir cuales axiomas no se cumplen.

SOLUCION:
Se verifican unicamente los axiomas que no se dieron:

6.- Existencia de vector neutro: e =(e,e,)

*|zquierda: e+u=u *Derecha; U+e=U
(eliez)’ (Xliyl) = (Xliyl) (Xl,yl) + (elieZ) = (Xl,yl)
(61 + X1,82 + Y1) = (X1,Y1) (X1te1,y1+€2) = (X1,Y1)
Igualando: Igualando:
e1+tX1=Xg etyi=y; X1t e=X; yite,=y:
e,=0 e, =0 e,.=0 e, =0

le=(0,0)eF <« nocumple — .. |e=(00)¢F

7.- Existencia de inverso aditivo: z = (z,,2,)

*|zquierda: z+u=e *Derecha: U+ =€
(21,25) + (X1,y1) = (0,0) (X1,y1))+(z1,22) = (0,0)
(z1+X1,251Y;) = (0,0) (X1+23, Y1+2,) = (0,0)
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Igualando: Igualando:
Z;+x; =0 Z,+y; =0 X1+2; =0 y1+z, =0
Z1= X Z;=-Y1 Z1=X Z;=-Y1
|z =(-X,-y1) g F <« nocumple — |z =(Xg,-y1)| ¢ F
8.-Cerradura para la multiplicacion:  o-u=yeV

‘(X'(Xl,)ﬁ) = ((xxl,otyl)‘ € F « nocumplesia<0

9.- Distributiva de la multiplicacién para la suma de vectores: o U+V = aU +aVv

a:[(X1,y1) + (X2,y2)] = @ (Xp,y1) + a-(X2,Y2)
- (X1 +Xo,Y1+Y5) = (0X4,00y1) + (0Xp,0y7)
\((x-xl + - Xp,00Y1 + arYo) = (a-Xg + a-Xp, 0yt a-yz)\ <« nocumple sia<0

10.- Distributiva de la multiplicacién para la suma de escalares: o +B u=au+pu
(0 + B)-(X1,Y1) = 0-(X1,y1) + B-(X1,y1)

o-Xy + B-Xg,00y1 + B-yr) = (0-Xg,00y1) + (B-Xq,B-Y1)
(o-Xg + B-Xg,00y1+ B-yr) = (00X + BrXg,00y+ B-yl)‘ < no se cumple si a=p=0

Por tanto, el conjunto F no es un espacio vectorial sobre el campo de los reales.
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