PROBLEMAS RESUELTOS
ALGEBRA LINEAL &

Tema 4. Espacios con Producto Interno

SUBTEMA: ANGULO Y DISTANCIA

Problema 1:| En el espacio vectorial M de las matrices de mxn con elementos en R, se
tiene el siguiente producto interno:

(A|B)=tr(A"B) VABeM
i 1 0 -« 1 00 )
Si A= y B= . Determinar « € R, tal que:
0 0 1 010
(a) La distancia entre A y B sea /3.
(b) El &ngulo entre Ay B sea %z 60°.
SOLUCION:

(a) La distancia se obtiene con: d (A,B)=||A-B||=|B—A|

e De donde:
1 0 -« 1 00
A-B= —
0 0 -1 010
0 0 -«
A-B=
(O -1 —1}

¢ Realizando el producto interno:

(A-B|A-B)=tr[ (A-B)' (A-B)]|

0O O 00 0
0 0 -«
=tr|| 0 -1 =tr|0 1 1
0O -1 -1 )
- -1 01 o +1

.. (A-B|A-B)=0+1+a’+1=|a’+2

e Por tanto: |d (A B)=+va®+2

» Tomando en cuenta la condicién dada d (A, B) = J3:

d(AB)=vVa’+2=43
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¢ Despejando el valor de « buscado:

a’+2=3
a’ =1
~.la=+1] « Valor parael cual d (AB)= J3
AB
(b) El 4ngulo se obtiene con: cos@ =M
[Al-[8]

e Calculando los productos internos necesarios:

L 0). 40 1 0 0
(AB)=tr|| 0 0 (0 . oj =tr|0 0 0|=[1]
—a -1 0 -10

0 0 -1 )
-a -1 -a 0 a " +1

(1 0

1
(B|B)=tr||0 1 ((1) (1) gj =tr| 0
0

ol 2

10} 1 0 -a
(AA)=tr[| 0 o( _“j —tr| 0 0 0 |=[e’+2] > ||A|=Va’+2
0
1
0

o O O
I
[N
\’

0 0

e Sustituyendo valores en la expresion para determinar el angulo:

cosf = =c0s60° =%

 Despejando o
Ja?+2.42=2
a2

20° +4=4
20 =0
a’=0

« Valor para el cual cosé = 60°
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Problema 2:] Calcular la distancia y el angulo entre los vectores Ez(l—i,—Zi) y

v_v:(2i,2—i) que pertenecen al espacio vectorial C?, respecto al producto interno usual
definido por:

(E‘V_V)=ZIW1+ZZW2 vV 2=(z,2,), w=(w,w,) eC?

donde w, y w, son los conjugados de w, y w,, respectivamente.

SOLUCION:

(a) La distancia se obtiene con: d (E,v_v) = HE - v_vH

e De donde:

z-w=(1-i,-2i)—(2i,2-i)=|(1-3i,-2-1i)

e Calculando se producto interno:

(E-v‘v\E-v‘v) =[(1-3i,-2-1)|(1-3i,-2 1) | = (1-3i)(1+ 3i) + (-2~ )(-2+1)

=1+ 3 -3 -0 +4- 2 + 2 —i? =1+9+4+1=[15] — HE—v_vH=\/1_5

e Por tanto:

. |d (E,v_v) =+/15| « Distancia entre los vectores z y w

R(7w)
(b) El 4ngulo se calcula, en este caso, con la expresion: cosé = H_H H_H
Z|-|lw
¢ Calculando los productos internos necesarios:
(E‘v_v) =[(1-1,-2i)|(2i,2-1) ] = @-i)(-2i) + (-2i)(2+1)
= —2i+ 247 —4i- A7 =[-6i|
DIVISION: CIENCIAS BASICAS 3deb5 COORDINACION: MATEMATICAS

FACULTAD DE INGENIERIA, UNAM Profra. Norma Patricia Lopez Acosta



PROBLEMAS RESUELTOS
ALGEBRA LINEAL &

Tema 4. Espacios con Producto Interno

(E‘E):[(1—i,—2i)‘(l—i,—2i)]:(1—i)(1+i)+(—2i)(2i)
=1+ f - j-i? -4’ =1+1+4=[6] > [z]=6

(v‘v\v‘v):[(2i,2-i)\(2i,2—i)]:(2i)(—2i)+(2—i)(2+i)
=it 44+ 2 - A -t =4+4+1=[9] > |[w|=+9

e Sustituyendo valores se llega a:

cosd = 0 =0

649
« Angulo entre los vectores z y w

Problema 3:] Sean F el espacio vectorial de las funciones continuas en el intervalo [-1,1]
y el producto interno definido por:

1
(f\g):j_lf(t)-g(t)dt Vv f,g eF
f(t)=1
Para las funciones g(t)=t determinar: (a) el &ngulo entre fy h; y (b) la distancia
h(t) =1+t
entregy h.
SOLUCION:

(f[h)
[£1-n

¢ Calculando los productos internos necesarios:

(a) Angulo entre fy h: cosé =
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(f]n)=[ @@+tydt=[" @+t {H%L =1+%—(—1+%}:
(111)=[  @dt=[ d=[t],=1-(-)=[2] > [Jr]=\2

1
_ _t 2 _ 2 t® _ 1 1
(h|h)_J:1(1+t)(1+t)dt_Jll(l+ 2t +1 )dt_{t+t +§L_1+1+§—(—1+1——j

3
-2+2= o =3
3 |3 3

e Sustituyendo valores en la expresion del angulo:

2 _ Z 1 1 _ 1 B
ﬁ.\E Z'\E'\E\/@\EZ'\E 2

e Por tanto:

cosd =

. |cos@ = 73 « Angulo entre fy h

(b) Distancia entre gy h: d(g,h) =|g —h|

¢ Realizando el producto interno:

g—h=t-(@+t)=]-1]
(g-hlg—h)= .f_ll(—l)(—l)dt _ I_lldt ~[t], =1-(-1)=

e Finalmente:

~1d(g,h) =|lg —h|=+2| <« Distanciaentre gy h
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