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Capitulo 1

Numeros complejos

Definicién
Si postulamos a la unidad imaginaria como

i2=-1

podemos definir a un nimero complejo como
el simbolo
z=a+1b,

en donde a y b son nimeros reales.
A a la llamamos parte real de z

a=Rez
y a b parte imaginaria de z
b=Imz

Igualdad
Dos niimeros complejos z = a+iby w = c+id
cumplen que

z=ws {a=cyb=d}

Suma
La suma de dos nimeros complejos z = a + ib
y w = ¢+ id se define como

z4+w = (a+1b)+ (c+id)
z4+w = (a+c)+i(b+d)
Multiplicacién

La multiplicacién de dos nimeros complejos
z=a+1iby w = ¢+ id se define como

zw = (a+1ib)(c+id)
zw = (ac—>bd)+i(ad+ bc)

Nimeros complejos

Complejo conjugado
El complejo conjugado de z = a+1b se denota
como Z o z*, y se define por

=2"=a—1b

Y

Médulo o magnitud
El médulo o la magnitud de un niimero com-
plejo z = a + ib se denota como |z| y se define

como
|z| = Va2 + b2.

Theorem 1 Sean z y w dos nimeros complejo,
entonces

zZ = |z
Gtw) = z+w

(zw) = 7w

&) = =

Cociente
El cociente de dos niimeros complejos z = a +
iby w = c+id # 0 se define como

z z@_zﬁ
wo ww jwf
z  ac+db  .bc—ad
w Pt d Pt d

Plano de Argand o complejo

Podemos representar a un nimero complejo
en un plano Z, para ello definimos dos ejes ortog-
onales en el plano, uno de los cuales (horizontal)

9



representa a la parte real del nimero complejo,
y el otro eje (vertical) a la parte imaginaria (ver
figura). Asi cualquier nimero complejo se puede
representar como un punto del plano Z.

Im(z)

b ‘]
a

Plano de Argand

+ib

Re(z)

Forma polar de un niimero complejo

Sea z = a+ib con representacion en el plano de
Argad (a,b). Si definimos a r como la distancia del
origen al punto (a,b) y a 6 como el dngulo forma
el eje horizontal con r (ver figura), de argumentos
geométricos obtenemos

a = rcosf

b = rsenf

a
Forma polar de un nimero complejo
entonces
z = a+1ib
z = 7cosf+isend)
z = |z]e®

o en forma simbdlica

z =

rcis (0)
z = r/6

10

De las férmulas se observa que r es la magni-
tud o médulo de z. A 6 se le conoce como el ar-
gumento de z, y se denota arg (z), en general 6 es
cualquier 4ngulo que cumpla con § = tan™* (b/a),
esto es, hay un niumero infinito de argumentos de
z. Para evitar la confusién de tener una funcién
multivaluada se define al argumento principal de
z como el 6 tal que

—rt<f0<m

y se denota Arg(z).

Theorem 2 Sean z y w dos niimeros complejos
=

lzw| = |z]|w]

)5‘ = % siw#£0
arg (zw) = arg(z)+ arg(w)
arg (2) = arg(2) — ang (w)

arg(z) = arg(cz):c>0

Potencias enteras de un niimero comple-
jo

Sea el nimero complejo z = 7 [cos O + isen 6]
entonces

2" = 1" [cos (nf) + isen (nd)]

Potencias fraccionarias de un niimero com-

plejo
Sea el nimero complejo z = r [cos O + i sen 6]
entonces

a1 L[ <9 2k7r> , <9 2k
zm = rm|cos|—+— ) Fisen| — + ——
m m m m

k= 0,1,2,...m—1; param>1

al igual que en los nimeros reales existen m posi-
bles valores para la raiz m — ésima de z.

)

Theorem 3 (de Moivre) Para cualquier nimero

entero n y cualquier real 0
[cosf +isend]” = cos (nf) + isen (nd)

Regiones en el plano

Las ecuaciones y desigualdades de una vari-
able, z, pueden representarse como regiones en el
plano.

Ejemplos

Nimeros complejos



Re(z) =Im(z)

= |z| = 1, aqui podemos utilizar la definicién
de médulo, Va2 + b2 =1, esto es, a2+ % =
12, una circunferencia con centro en el ori-
gen y radio 1.

Im(z)

A

1

< '1/\1 ._R
) *Re(z)
NP

L
|2l =1

" |z — 20| <o

Im(z)

Y

I

Re(zj

|z — 20| <79

= 1 < |z—1] < 2. En la figura se muestra
al circulo interno punteado, lo que significa
que la regién no toca a la frontera, mientras
que el circulo externo es continuo, ya que la
regién incluye a la frontera.

Nimeros complejos

l1<|z—1]<2

El niimero complejo infinito
Definimos al nimero complejo infinito como
el que satisface

= =0
00
zto0 = 0:z#
g = o0:z#0
z-o0o = o00:2#0
- 00z # 00
z

cuando el plano de Argand incluye al punto in-
finito, se llama plano z extendido. Para entender
mejor lo que significa el punto infinito utilizare-
mos la esfera numeérica de Riemann. El punto z;
es proyectado en el punto (; de la esfera de Rie-
mann con la ayuda de un segmento de recta que
une a los puntos B y z;. El punto z = 0 de Ar-
gand es el A de la esfera de Riemann y el punto
oo del plano de Argand es el B de la esfera de
Riemann.

Esfera de Riemann

11



Capitulo 2

Calculo Diferencial Complejo

El plano de Argand

Para poder estudiar el cdlculo son necesarias
las definiciones que a continuacién se muestran:

Punto: .
Conjunto: Una coleccién de puntos en el plano
complejo.

Vecindad: Se llama vecindad (o entorno) de
radio r, de un punto zy, al conjunto de puntos
situados en el interior de un circulo de radio r
centrado en zg, es decir la regién |z — 29| < r

-~
/’———\\
s Ay
hY
/ r \
I \
1 1
Z /
\ 0o
N /
~ '
el Re(z)
|z — 20| <7

Vecindad punteada: Una vecindad punteada
de zg es el conjunto de puntos tal que 0 < |z — zp| <
-

Célculo Diferencial Complejo

=7 Re(z)
O0<|z—20|<r

Congunto abierto: Un conjunto abierto es aquel
en el que, para todo elemento, existe una vecin-
dad cuyos puntos pertenecen al conjunto.

it

Re(z)

»
L

Conjunto abierto

Ejemplo.- |z| < 1.

Conjunto cerrado: Un conjunto cerrado es aquel
en el que, para al menos un elemento, no existe
una vecindad cuyos puntos pertenecen todos al
conjunto.

13



Re(z)

Conjunto cerrado

Ejemplo .- |z] < 1.

Conjunto conexo: Un conjunto es conexo si da-
dos dos puntos cualesquiera del conjunto, existe
una trayectoria formada por segmentos de recta
que los une, y cuyos puntos pertenecen al conjun-
to.

Im(z)

A

Zq v

Re(z)
Conjunto conexo .

Dominio: Llamamos dominio a un conjunto
abierto conexo.

Dominio simplemente conexo: Un dominio sin
agujeros.

Dominio multiplemente conero: Un dominio
con agujeros.

Im(z)

A

Re(z)

>
>

Conjunto multiplemente conexo

Punto frontera: Es un punto tal que toda vecin-
dad de dicho punto contiene al menos un punto
que pertenece al conjunto y otro que no.

Punto interior: Es un punto tal que toda vecin-
dad de dicho punto contiene puntos que pertenece
al conjunto.

Punto exterior: Es un punto tal que toda vecin-
dad de dicho punto no contiene puntos que pertenece
al conjunto.

14

Region: Es la unién de un dominio y posible-
mente algunos, ninguno o todos sus puntos fron-
tera.

Conjunto acotado: Un conjunto para el cual
existe un circulo de radio finito que circunscribe
al conjunto.

Funcion Compleja

Una funcién compleja se define como
w={zeDwellw=f(z)}

En donde D es el dominio de la funcién en el
plano Z, e I es la imagen de la funcién en el plano
‘W. Decimos que la funcién mapea el punto z; =
x1 +iy; € D al punto w; = uy +iv; € L.

Im(z)

I
Dwﬁﬂﬂ

Re(z)

Funcién compleja w = f (2).

Ejemplo
w = {zeDwelw=|z}
D = {lz[<1}

w=|z| = /22 + 32
si tomamos |z|=1=y/22+y2=1—-w=1

si|z]=0=+a224+9y>=0—-w=0,
es decir, la circunferencia unitaria con centro

en el origen, se mapea en el segmento de recta de
0 a 1 como se muestra en la figura.

y

y \V

w=|z]

17
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Limites

Sean una funcién compleja f(z) y una con-
stante compleja L. Si para todo nimero real € > 0
existe un nimero real § > 0 tal que

1f (2) =

para todo z tal que

Ll <e

0<|z—2| <6

entonces decimos que

lim f(z) =L,

z—2z0

es decir, que f (z) tiene limite L cuando z tiende
a zQ.

mﬁ)w=mnmm“

Limite complejo

Es fécil notar que la definicién de limite real
y limite complejo son muy similares, sin embar-
go, existen diferencias entre ellas. Para ilustrar lo
anterior recuerde que en el caso real si los limites
por la izquierda y por la derecha existen y son
iguales, entonces el limite existe. Por otro lado,
en el caso complejo, no hay sélo dos direcciones,
sino un mimero infinito de trayectorias por las
cuales z tiende a zp, y para que el limite exista,
todos estos limites deberdn existir y ser iguales.

Theorem 4 Suponga que

lim f(z2) y lim g(z) existen =

z—20 z—20

B0 o] =t 10+ 1,00
lim [af(2)] = alim f(z):V
z—2z0 Z—20
Jim [f(2)-g(2)] = lim f(z)- Zlggog( 2)
, f(2) HmZ—wof(z) .9
lim = —=-— <3 lim ¢g(z 0
z—20 [g (2) lim, .,,g9(z) 22 9(2) #
Ejemplo
Analice al siguiente limite
2 2
lim f (2) = lim [w tr Yty
z—0 2—=0| T +yY r+y

Célculo Diferencial Complejo

tomemos dos trayectorias, la primera a lo largo
del eje y acercdndose por arriba, sobre esta trayec-
toria x = 0 y el limite

2
_ o Y tY
li ) =t [
= lm[i(y+1)] =i
y—0

la segunda a lo largo del eje = acercdndose por
la derecha, sobre esta trayectoria y = 0 y el limite.

z—0 x—0

x
= h'n%)[a:—i—l]:l

lim f(z) = lfm {xzﬂc]

como los limites por diferentes trayectorias son
diferentes el limite no existe.

El limite no existe

Continuidad

Decimos que una funcién w = f (z) es conti-
nua en z = zg si se satisfacen las dos condiciones
siguientes:

Lo f(
2. h,mzﬁzo f (Z) 3, y ll,mZ*)Z() f (Z) =

Theorem 5 Sean f(z) y g
entonces en zg

zp) estéd definido
[ (z0)

() continuas en z,

son continuas y

15



es continua si g (zo) # 0,
ademds si f (z) = u(z,y) +iv (x,y), entonces

u(z,y) yv(z,y)

son continuas.

Ejemplo
Estudie la continuidad en z = 4 de la funcién

o=t 7

3 z=1

Primero se analiza si f (zg) existe, para este
problema f (i) = 3i, lo que sigue es encontrar el
limite

L2241
lim -
z—1 2 — 1
2 2
_ h’mz i
Z—i 2 —1
_ oy (z+1) (2 —1)
- z—1 zZ—1
= lim(z+1)
Z—1
= 2

aunque el limite existe tenemos que,

(h’m 241 2@) £ (f (i) = 30)

z—1 2 — 1

por lo tanto no es continua.

Derivada compleja

Dada una funcién de variable compleja f (2),
la derivada en zg, se define como:

d
fe) = L
oy LBt A2) — flz0)
Az—0 Az
o 101G
zZ—2z0 zZ— 20

siempre y cuando el limite exista. La definicién
anterior es muy similar al caso real, sin embargo,
se debe tener cuidado ya que el limite comple-
jo, es mas complicado de obtener. El problema
de la existencia de la derivada se estudiard mas
adelante.

16

Theorem 6 Si f y g son funciones derivables en
z20 =

(f+9) = f+d
(af) = af
(f-9) = fd+Ffyg
dflg(z)] _ dfdg
dz ~ dgdz
Ejemplo
Si f(z)=2",
%:nzn—l
Ejemplo

Sea f (z) = 2, pruebe que f’ (i) 3.
La definicién de la derivada es:

z—(=9)

P,
f(Z) zl—rrnl Z—i
£ = lim2H

para analizar este limite utilizaremos dos trayec-
torias diferentes:

la primera sobre el eje imaginario, aqui, x = 0,
entonces el limite es

fra) =

a la segunda trayectoria la definimos como la
recta horizontal y = 1, en este caso el limite

) = LWt
2=+ 1Yy —1
T—1+1

m ——-:
z—0x +1—1

como ambos limites tienen diferentes valores, la
derivada no existe.

Calculo Diferencial Complejo



Yy f'(i) no existe
\%

X

Fa)=-11F3) =1

La derivada no existe

Ecuaciones de Cauchy-Riemann-
(D’Alembert)

Como se mostré en ejemplos anteriores pro-
bar que la derivada existe apartir de un limite es
complicado, atin en funciones sencillas. En esta
seccion se estudia una manera simple de probar
si la derivada existe y cémo calcularla.

Suponga que la funcién f (z) = u(zx, y)+iv(z, y)
tiene derivada en zg = x¢ + iyg, es decir,

fl (ZO) = l{im f(Z() + AZ) — f(Z())

Az—0 Az .

)

en donde el incremento es Az = Ax + iAy. Si
se toma el limite por dos diferentes trayectorias
como se muestra en la figura

h

¥+ Ay
n
YO v

Xo X0+ A)Z
Se toman dos diferentes trayectorias

para la trayectoria I, y = yo, Ay =0y Az =
Ax, entonces la derivada

f/ (ZO) _ Alirgo f (ZO + AASCJ): — f (ZO)

u (w0 + Az, yo) + iv (zo + Az, o)

, —u (20,%0) — v (o, Yo)
= lim
Az—0 Az
U($0+A$,y0)*u($o7yo)+

_ ¢ Ax
= AEIEO{ 2ot AR) ~0(r0.u0) }

ou ov
! — - y
f (ZO) - <8$ +Zax>$o)y0

Célculo Diferencial Complejo

para la trayectoria II, x = 2o, Ax =0y Az =
1Ay, entonces la derivada

f (20 +iAy) = f (20)

! — it
f (ZO) Aéril,o 1Ay
u (;L‘()’ Yo + Ay) + iU (LU(), Yo + Ay)
. —u (w0, Yo) — W (%o, Y0)
- Ay—0 ZAy
w(z0,Y0+AY) —u(Z0,y0)
= lim { Lo 0,yoj”%"yy)fv(mo7y0;F }
Ay—0 7 iAy
w(zo,¥0+Ay) —u(z0,y0)
. +
= Ah’Iil}O { o O,yoi%y)fv(zo,yo) }
Y ? Ay

v(z0,y0+Ay)—v(z0,Y0)
Ay

_ s u(xo,y0+Ay) —u(x0,y0)
_ h’m{ ’ Ay +}

|
/‘l\
&

+
B

1
dy 9y>zo,yo

Si la derivada existe los limites son iguales:

_Ou Ov

B du ~ Ou  Ov
Oz

Z% —*Za—yﬁ’a—y,

ou ov

9 = a_y (2.1)
ov ou
9 = _a_y (2.2)

Las ecuaciones 2.1 y 2.2 se conocen como las
ecuaciones de Cauchy-Riemann, si estas ecua-
ciones no son vélidas en algin punto, la derivada
no existe en ese punto, es decir, sélo son condicién
necesaria, pero no suficiente, para que la derivada
exista.

Theorem 7 Si tanto u y v como sus primeras
derivadas parciales Ou/Ox, du/dy, Ov/dx y Ou/dy
son continuas en alguna vecindad de 2y, las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann son condicion sufi-
ciente para que la derivada exista. El valor de la
derivada es:

ou ov ou Ov
/ = —_— | — — —— —_—
ff(z)==—+1 Zay + 9y

Jx  Ox
Forma polar de las ecuaciones 2.1 y 2.2
Algunas veces es mds fécil utilizar la forma
polar de una funcién compleja, en este caso las
ecuaciones de Cauchy-Riemann tienen la forma:

Ou 10v

o = oo (23)

ov 10u

ar — oo 24)
17



Ejemplo
En donde es diferenciable |z|*

|2 = 2® + 3
entonces

u = 2% +y°

v = 0

(3-+) - (59
(3-) -

u, vy sus derivadas son continuas en todo el
plano, y las ecuaciones de Cauchy-Riemann so6-
lo se cumplen en el origen, entonces la derivada
existe Unicamente en el origen y su valor es

ou ov ou Ov
/ _ue R et ZF
f(O)—aerzax Z(‘)er@y 0

Theorem 8 Regla de L’Hopital. Si g (zp) =0
y h(z0) =0, ysig(z) yh(z) son diferenciables
en zo con h' (z9) # 0

o 9G) _9G)
z—z0 h(2) '

Funciones Analiticas

Decimos que una funcién f(z) es analitica
en zg si f’(z) no sélo existe en zy, sino en todo
punto de alguna vecindad de zy. Si la funcién es
analitica en todo el plano complejo decimos que
la funcién es entera.

Si una funcién no es analitica en zg, pero es
analitica en al menos un punto de toda vecindad
de zg, decimos que zg es una singularidad de la
funcion.

Theorem 9 Si f () y g (2) son funciones analiti-
cas en alguna region, entonces también son analiti-
cas

(2)
(2)
(2
(2)
g9(2)

+g(2)
-9(2)
)l

si (9(2) #0)

Y

para la misma region.

18

Ejemplo
Un polinomio es entero

-1 1
f()=az"+an12"""+... a1z +ao
y una funcién racional

2" + 12" N+ a2t 4 ag
b 2™ + bp12™m L 4+ b2t + by

fz)=
es analitica excepto en los puntos para los que

b 2™ 4+ b1 2™ 4+ b2t 4+ by =0

Funciones armdnicas

Considere el siguiente problema, dada una fun-
cién real ¢ (x,y), bajo que condiciones puede ser
parte real o imaginaria de una funcién analitica?,
es decir,

f(Z) = (b(iL‘,y)-i—’MJ(CL‘,y)

f(z) = u(zy) +id(z,y)

para contestar a esta pregunta considere una
funcién analitica f (z) = u (z,y) +iv (x,y). Si es
analitica, u y v satisfacen la ecuaciones de Cauchy-
Riemann

ou ov

W a_y (2.5)
ou ov

8_y = % (2.6)

Si diferenciamos a la ecuacién 2.5 respecto a
x y ala 2.6 respecto a y, obtenemos

0%u B 0%v
02 0zxdy
0%u B 0%v
8—y2 - Jyox

Si consideramos que la funcién v y sus derivadas

son continuas, podemos invertir el orden de derivacién

de los lados derechos de la ecuaciones anteriores,
si sumamos ambas ecuaciones obtenemos:

P Fu
ox2 oy
Viu = 0

la ecuacién anterior se conoce como la Ecuacién
de Laplace

Calculo Diferencial Complejo



Con un procedimiento similar podemos obten-
er:

P Fv
0x2  oy?
Vv = 0

Funcién Arménica

Decimos que una funcién ¢ (z,y) es armoénica
en un dominio, si para dicho dominio se satisface
la ecuacién de Laplace, es decir,

¢y  0%¢
era—yz = 0 (2.7)
Vi = 0

Ejemplo
La funcién ¢ (z,y) = 2% — y?, es arménica:

¢ ¢ B
(-2 (332

Theorem 10 Siuna funcion es analitica en cier-
to dominio, su parte real y su parte imaginaria
son funciones armdnicas en dicho dominio.

Theorem 11 Dada una funcion real ¢ (x,y) ar-
mdonica en un dominio simplemente conexo D, ex-
iste una funcion analitica en D cuya parte real
es igual a ¢ (z,y). De manera similar existe una
funcion analitica en D cuya parte imaginaria es
igual a ¢ (z,y).

Funcién Armdénica Conjugada

Dada una funcién arménica u (z,y), decimos
que v (z,y) es la funcién arménica conjugada de
u(x,y) siu(x,y) + v (z,y) es analitica.

Theorem 12 Sea f(z) = u(x,y) + v (z,y) una

funcion analitica y sean C1,Cs,C3, ... y K1, K2, K3, ...

constantes reales. La familia de curvas en el plano
xy (real) para las que

u = Cfi
es ortogonal a la familia de curvas tales que

v = Kl
es decir, una curva de una de las familias inter-
seca a una curva de la otra familia a 90°, salvo

quizd en puntos en que f'(z) = 0.

Célculo Diferencial Complejo

Plano Real

Ortogonalidad funciones arménicas conjugadas

Ejemplo

Demuestre que ¢ = 23 — 3zy? + 2y puede ser
parte real de una funcién analitica, encuentre la
parte imaginaria y verifique que forman familias
ortogonales.

Si es arménica puede ser parte real o imagi-
naria de una funcién analitica

0?¢ 9%¢
<@:6x> + (8—342 =—6$) =0

para encontrar la parte imaginaria utilizamos las

ecuaciones Cauchy-Riemann con v = ¢ = 2% —

3zy? + 2y, es decir,

ou 9 5 OV
9 3x° — 3y* = By
Ju Ov
ot I
oy bzy or
o bien,

ov

et = 3 2 3 2

oy v Y

ov

= = —2

B 6y

este sistema de ecuaciones lo podemos inte-
grar, para ello tomamos la primera ecuacién, e
integramos

Vo= /(3$2—3y2)8y
v = 3%y —y*+C(x)

si ahora sustuimos este resultado en la segunda
ecuacion

dC (x)

6zy + ———= = 6zy—2
dx
dC (x) _
dz
C(x) = —2rx+4c

19



entonces,
v=3z%y—y> -2z +c

Sean las familias de curvas

u = x3—3xyi+2yu:C’i
= 3x2yv—yg—2x+c:Ki

si derivamos con respecto a x

dy dy
32?2 — 3y2 — 6:cyud—;: + Qd—;:
dy dy
32 d; + 62y, — 3y? d; -2

despejando a las derivadas

dyy 3y2 — 322
dr  2— 62y,
dy, 2 — 6xyy
dr 3y2 — 322

es decir,

dyu __ (dy\"
de dx

por lo tanto son ortogonales.

20
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Capitulo 3

Funciones Complejas

Funcién exponencial

La funcién exponencial compleja se define co-
mo

e* = et = ¢ (cosy + iseny) (3.1)

Theorem 13 Sean z1, z2 y z nimeros complejos
=

efle?2 = Ptz
()" = e cona>0
e*2
e = e
e # 0:Vz
arg(e®) = y+2kr:k=0,+£1,£2,..

Analiticidad de e*
La funcién e® se puede expresar como

e® =e” cosy +ie” seny

entonces

u = e’cosy
v = e®seny

y las ecuaciones de Cauchy-Riemann

ou v -

% = a—y = € Cosy

ou ov -

a—y = —% = —e seny

Funciones Complejas

se satisfacen para todo z y ¥, entonces como u y v
y sus derivadas son continuas en todo el plano, la
funcién e® es analitica en todo el plano complejo,
es decir, es funcién entera.

Derivada de ¢?

La derivada de e* la podemos obtener de

de” L
dz oxr  Ox
= e"cosy+ie’seny

e® (cosy +iseny)
de?
dz

= ez

Periodicidad de e*

Aunque la funcién exponencial real no es per-
i6dica, la forma compleja de la exponencial pre-
senta una comportamiento periédico, para mostrar
ello tomemos

ez+2k:7ri ex+i(y+2kﬂ')
= " (cosly + 2kn]| + isen [y + 2kn])
= " (cosy +iseny)

ez+2k:7ri _ ez

por lo tanto la funcién exponencial es periédi-
ca con periédo imaginario 2.
Algunos valores de e*
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QOO
eiﬂ'/2

em = -1
e137r/2

Note que de la tercera igualdad €™ + 1 = 0,
esta igualdad contiene a los cinco nimeros m&s
importantes en matematicas: e, 7, 7,1y 0.

Funciénes trigonométricas

Definimos al seno y coseno imaginarios como:

sen(z) = c _22,6 (3.2)
cos(z) = & *267” (3.3)
ademds
an(e) = =2 (3.4
1
sec(z) = s (2) (3.5)
1
csc(z) = son (2) (3.6)
cot (z) = ;3238 (3.7)
Propiedades
1 = sen®(2)+cos®(z)
1+tan?(2) = sec?(2)
sen(2z) = 2sen(z)cos(z)
sen(z+w) = sen(z)cos(w) = cos(z)sen (w)
cos(z+w) = cos( ) cos (w ):I:sen(z)sen(w)
cos (2z) = cos? (z) —sen? (2)

Analiticidad de las funciones trigonomeétri-
cas

Las funciones sen (z) y cos(z) son analiticas
por ser suma de funciones analiticas del tipo e*.

Las funciones 3.4, 3.5, 3.6 y 3.7 son analiticas
si el denominados es diferente de cero.

Derivadas de las funciones trigonométri-
cas

22

dsen (z)

= = cos(z)

d czsz ) _ e (2)
dtilinz(z) = sec? (2)
dszcz(2> — tan (2) sec(2)

d CZCZ(Z) = —cot(2)csc(z)

Periodicidad de las funciones trigonométri-
cas

Las funciones seno y coseno son periédicas con
periédo real 27, es decir,

sen(z) = sen(z+2mn)

cos(z) = cos(z+2mn)

Funcién logaritmo

Definimos, si z # 0, al logaritmo de z como

w=logz & z=c¢€" (3.8)

De la definicién tenemos que

z ev
Tei@ _ eu+iv
,reié eueiv
comparando
e r
er = |z
u = In|z]
Rew = In|z|
Re(logz) = In|z|
y
P — ei@
v = 04+2nm:n=0,+£1,4+2, ...
v = arg(z)+2n7w
Imw = arg(z)+2nw
Im(logz) = arg(z)+2nw
entonces

Funciones Complejas



W= u+w
w = In|z|+i(arg (z) + 2nm)
logz = In|z|+ilarg(z) +2nx] (3.9)

Theorem 14 Sean z y w nimeros complejos difer-
entes de cero, r un numero racional yn cualquier
entero =

elos(z)  —
log (€*) = z+2nmi
log (zw) log z + log w
z
log (— = logz —logw
w

log (") = rlogz

Logaritmo principal

La ecuacién 3.9 representa a un conjunto in-
finito de nimeros complejos, n = 0,+1,+2, ...,
para poder definir a una funcién compleja (por
lo tanto univaluada) tomamos sélo al argumento
principal de log z, y obtenemos el logaritmo prin-
cipal de log z, que denotamos por Log (z):

Log(z) =In|z| + iArg (z) (3.10)

Analiticidad del Logaritmo principal

Podemos utilizar la forma polar de Log (z)
para estudiar su analiticidad, para ello utilizamos
las ecuaciones de Cauchy-Riemann en forma polar
(ecuaciones 2.3 y 2.4).

Log (z) = Inr + 16,

es decir,
u = Inr
v = 6
y
Ou 11 _ [lov _1
or r - rod r
ov 10u
#- - [m

por lo tanto se satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Reimann en todo el plano complejo ex-
cluyendo al origen. Por otro lado, las funciones w,
v y sus derivadas, son continuas en todo el plano
excepto sobre la parte negativa del eje imaginario,
la razén de ello es que existe un salto de 6 al
cruzar esta parte del eje, si nos acercamos por
abajo de él la funcién tiende a —m, y por arriba
a m, esto es, hay una discontinuidad de tamano

Funciones Complejas

27. Finalmente, podemos concluir que la regién
de analiticidad de Log (z), es la zona del plano
complejo que excluye al origen y a la parte nega-
tiva del eje real.

i Im(z
Regu’n? no - ( )
analitica T

< "{ l »Re(z)

0~-m
Region de analiticidad de Log(z)

Derivada de Log (z)
Para calcular la derivada de Log (z), partimos
de

z = e
di _ detdu
dz dw dz
1 = e“’d—w
- dz
o
dz
dLOg (Z) _ efLog(z)
dz
Lltog(z)] = eto®)
d 1
E[LOQ (2)] = 2

entonces la derivada del logaritmo complejo existe
en su regién de analiticidad y su valor es

 (Log(2) = 1 (3.11)
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Capitulo 4

Calculo integral complejo

Integral de linea compleja

La clase de integral que aparece con mads fre-
cuencia en variable compleja es la integral de linea
compleja.

Curva suave a trozos

Una curva suave a trozos es una trayectoria
formada por un nimero finito de arcos suaves con-
catenados.

Definicién
Sea la curva suave C, que va de A hasta B en
el plano complejo, se divide la curva en n arcos

como se muestra en la figura, los puntos de unién
tiene coordenadas (zo, ¥0), (X1,Y1)s - (Tn, Yn ). En

donde la variable compleja toma los valores 21, 2o, ...

Los incrementos en z se relacionan con x y y.

Az = Axy + 1Ay

sin — o0, Az — 0

Célculo integral complejo

Ay =1Im(z) B4 Xn ¥n
=i
_.-';xn-] r ¥n1
.-';
. //,
/f
i
/
///
A ._-,,./Xg Y2
“"\A?r . s ’
Xo-YoZ1 X1,y © X = Re(z)
-

Curva suave sobre la que se integra f (z)

Definimos la integral de linea como

B n
/Cf(z)dz:/A f(z)dz:7}irr(>10];f(zk)Azk

(4.1)
Para evaluar esta integral de linea compleja
tenemos que:

) Zn-

z = xT+1iy
dz = dx+idy

y ademds

f(z) = ul(z,y) +iv(z,y)

sustituyendo en la integral 4.1
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B
/ f(z)dz = / [u(z,y) +iv (z,y)] (dz + idy)

bS
Q

= /udxf vdy + (4.2)
c

Q

i[/cudy—i-/cvdx]

es decir, a la integral de linea compleja la con-
vertimos cuatro integrales de linea reales.

Integracion paramétrica

Otro método para calcular la integral es uti-
lizar técnicas de integracién paramétrica. Sea C
la curva sobre la que hay que integrar, usamos al
pardmetro t para describir a la curva

z=z(t) yy=y(t) cont, <t<t, (4.3)

entonces sobre la curva

z(t) =z (t) + iy (t) (4.4)
y
f(z)=Fflz()] (4.5)
y el diferencial dz en términos de dt
dz

entonces la integral compleja

to dz
/C F(z)dz = /t Pl S, @)

se convierte en una integral real simple de la vari-
able t.

En general existen diferentes formas de elegir
a 4.3, la facilidad de hacer la integral depende en
gran medida de tal eleccién.

Teorema integral de Cauchy

Sea f (z) analitica en un dominio simplemente
conexo D. Si C es cualquier curva cerrada simple
en D =

j[ F(z)dz=0 (4.8)
C

26

4Im(z)

Re (z)‘

D es un dominio simplemente conexo y C' € D.

Independencia de la trayectoria

Sea f (z) analitica en un dominio simplemente
conexo Dy que zg y 21 € D. Sean C1y Cs curvas
desde zg a 2z en D =

f(z)dz= f(z)dz, (4.9)
C Cs

es decir, § f (z) dz es independiente de la trayec-
toria por lo que podemos escoger la trayectoria
mads facil de integrar.

4 Im(z)

D

Re(z)

A\

Independencia de la trayectoria

Antiderivada

Sea f (z) analitica en un dominio simplemente
conexo D. = existe una funcién F' (z) que es analiti-
ca en D, tal que para z € D

Tt

(4.10)

con este resultado,

/22 f(z)dz dF (2)

/Z1 dz
22
_ / b
F(z2) —

2

dz

F(z1)

Calculo integral complejo



Deformacion

Decimos que dos curvas C'y K son homotopi-
cas si podemos deformar a C hasta llegar a K (o
K hasta llegar a C') de manera continua, es decir,
sin pasar por puntos no analiticos.

Sea f (z) analitica en un dominio simplemente
conexo D excepto en zg, sean C'y K dos curvas
homotdpicas que encierran a zg =

j[cf(z)dz:jé{f(z)dz (4.11)

Teorema de la deformacién

Férmula integral de Cauchy

Sea f (z) analitica en un dominio simplemente
conexo D. Sea zy cualquier punto de D y sea C
cualquier curva cerrada simple en D que encierra
a zp. Entonces

flao)= = ¢ Ly,

S 2mi Jo 2z — 20

es decir, la funcién en zq, esta relacionada con
la funcién en C| este es un resultado muy impor-
tante en variable compleja. Se puede utilizar este
resultado para calcular integrales si lo ponemos
como

Mdz = 2mif (20) (4.12)
c R — 2

La ecuacién 4.12 se conoce como la férmula inte-
gral de Cauchy y es una herramienta muy poderosa
para calcular integrales.

Célculo integral complejo

Re(zz

El punto zy estd dentro de C'

p klm(z) Jllm(z)

D Re(z) D Re(z)

No se aplica la férmula de Cauchy

Derivadas de funciones analiticas

Sea f (z) analitica en un dominio simplemente
conexo D. Sea zy cualquier punto de D y sea C
cualquier curva cerrada simple en D que encierra
a zp. Entonces

|
0 ; n+1
21 Jo (2 — 2)
es decir, no sélo la funcién en zg, esta rela-
cionada con la funcién en C, sino sus derivadas.
Este resultado se puede utilizar para calcular in-
tegrales si lo reordenamos

f(2) 27
— =) (5 4.13
e T CONCED
La ecuacién 4.13 se conoce como la férmula in-
tegral de Cauchy para derivadas superiores y es
una herramienta muy poderosa para calcular in-
tegrales.

Extension de la féormula integral de Cauchy
para una anillo

Un anillo con centro en w es un dominio aco-
tado D, de 2’s que satisfacen a

r<|z—w| <R

Sea C, la circunferencia |z —w| = r, y sea
Cr la circunferencia |z — w| = R orientadas en
27



sentido antihorario. Si f (z) es analitica en D, C,
y Cr = para cualquier 2y € D

_ () g, L [ f&)
f(z0) = 21 Jop, 2 —zodz 2mi Jo. 2 —zodz
(4.14)
AIm(z)

Re(z)

Foérmula de Cauchy para una anillo.

28
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Capitulo 5

Series de Taylor y Laurent

Sucesion compleja

Definicién

Una funcién que asigna a cada entero positivo
n un nimero complejo. Al n-ésimo término de la
sucesion lo denotamos z,, y a la sucesién {z,}.

{Zn} = Z1,R2,23, ...
Convergencia
Una sucesién converge a un nimero L, si dado
cualquier disco abierto D con centro en L y radio
€, existe un nimero N positivo tal que

|zn, — L] <esin>N
y se dice que

lim z, =1L
n—oo

si L3 se dice que {z,} diverge.
Limites
eSean z, =z, +iy, y L=a+1b =

lim z,=L<= lim z, =ay lim y, =0
o0 n—oo

n—oo n—

e Suponga que z, — Ly w, - K =

Zn+w, — L+4+K
az, — alL:a€C
ZnW, — LK
Zn L .
— - —siw, 0y K#0
Wy, K

Series de Taylor y Laurent

Sucesion de Cauchy
Decimos que {z,} es una sucesién de Cauchy,
si dado € > 0, existe un N > 0, tal que

|zn — zm| <esin>Nym>N.

Una sucesién compleja converge si y sélo si es una
sucesion de Cauchy.

Series Complejas

Definicién

Sea {z,} una sucesién compleja. Definimos las
n-ésima suma parcial S, como la suma de los
primeros n-términos de la sucesién {z, }:

n

Sn = ZZj.

J=1

A su vez {S,} es una sucesién compleja. Si esta
sucesion de sumas parciales converge decimos que

la serie infinita:
o0
> %
=1

converge.

Teorema
Sea z, = xp + iy, =

L) 2252, 2 converge < 3 0C a5y D52 Y
convergen.

2. )Y may iy o be 3 2 —
a + b.
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Teorema

Si Zjil zj converge => {z,} — 0.

Este resultado se utiliza para saber si la se-
rie diverge, es decir, si {z,} — L # 0, 3272, 2
diverge, pero si {z,} — 0, el teorema no da infor-
macién.

Ejemplo.- {£} — 0 pero 377 | £ diverge.

Criterio de convergencia de Cauchy para
series

> ey 7 converge < dados € > 0, n > 0y
m>0,3 N, tal quesin> N

|2nt1 + Znt2 + oo + Znam| < €

Convergencia absoluta

Si la serie real Z;‘;l |z;j| converge, se dice que
la serie Y72, 2; converge absolutamente.
£ . o0 oo
Ademds si ) /7, |zj| converge = > 7, z;
también converge.

Criterio de la razén
Sea z, # 0 para cada n, y suponga que

Zn+1
Zn

lim

n—00

1. >2%° 2, converge si 0 < g < 1.

n=1

2. > z, diverge si ¢ > 1.

n=1

Series de potencias complejas

Definicion

Sean zg,ag, a1, as,... nimeros complejos da-
dos. Una serie

o

Z an (2 — 20)" = ap+a1 (z — 20)+as (z — 20)°+...

n=0

se llama una serie de potencias con centro en zg y
secesion de coeficientes {ay, } . La serie empieza en
la potencia 0 para permitir el término constante.
La serie converge en 2y a ag.

Teorema

Suponga que Y~ s an (z — 29)" converge para
21 # 2. Entonces la serie converge para toda z
tal que |z — zo] < |21 — 20]-

30

Disco de Convergencia

El méximo valor de R se llama radio de con-
vergencia, y el disco que forma, disco de conver-
gencia. Existen tres posibilidades para el radio de
convergencia R.

1. R—
2. R=0

3. 0<R<x

Teorema

Dada la serie de potencias Y.~ an (z — 20)"
, que converge para algin z1 # z, existe R (posi-
blemente R — 00), tal que la serie converge abso-
lutamente si |z — zg| < R, y diverge si |z — zg| >
R.

Teorema

Suponga que >_° ; a,, (z — 29)" tiene radio de
convergencia R, con R # 0. Para |z — z9| < R, sea
f(z) =307 gan (2 — 2z)" . Entonces:

1. f(z) es analitica para |z — 29| < R.

2. Para las derivadas tenemos:

ff(2) = Z nay, (z — z)" "

n=1

y

o

FP =Y "nm-1) . (n—k+1)an(z—2)""

n=k

3. Si C es una curva suave a pedazos cuya gra-
fica esta dentro del disco de convergencia de
la serie de potencias

/Cf(z)dzgan/c(zzo)"

Series de Taylor y Laurent



Serie de Taylor compleja

Supongamos que Y7 a, (z — zp)" tiene ra-
dio de convergencia R. Si definimos

f(z)= Z an (z — 29)"
n=0

Evaluando en zq,

f(20) = ao
f (20)

y evaluando en zj a la derivada k-ésima

apg =

fP ) = Snm-1)..(n—k+1)a,(0)""
n==k
f®(z) = k(k—1)...(1)ay
S (20)
ag = T

Sustituyendo estos resultados obtenemos:

% £(n) (,
fe) = IR gy
n=0 :

Serie de Taylor

Una serie de Taylor con zg = 0, se llama serie
de Maclaurin.
Teorema

Si f(z) es analitica en zy entonces tiene rep-
resentacién en serie de Taylor para todo z dentro
un disco con centro en zg.

Algunas series de Taylor complejas

n

o0
E
n!

n=0
o0 n_on+1
. (-1D)"z
sinz = —_—
ng) (2n +1)!
oo n _2n
_ (=1)"=
cosz = nzzo )
L = iz” Hz] <1
11—z ’
n=0
L i (—1)" 2" |2 < 1
1+2 o ’

Series de Taylor y Laurent

Serie de Laurent compleja

Sea f(z) analitica en el anillo 7 < |z — 2g] <
ro. Entonces para z en este anillo,

n=oo

FER= 3 anz—z)",
n=—oo
en donde
1
2mi, C (w — ZO)
y C es cualquier circunferencia |z — zg| = p con
r < p<ra.
Treama Re(z)
Anillo de Laurent
Ejemplos
1 — 11
e: = ZH;:0<|Z|<OO
n=0
cos z > 1
= D" —=—=2""":0< |2] <
s X g 2] < o
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Capitulo 6

Teorema del Residuo

Clasificacion de singularidades

Si f(2) es analitica en un anillo 0 < |z — zg| <
00 pero no en zg, decimos que f(z) tiene una sin-
gularidad aislada en zj.

Sea f(z) una funcién con una singularidad ais-
lada en zg. Si desarrollamos en serie de Laurent:

n=oo

f(z)= Z an (z — 20)"

n=—oo

20 €s:

» Una singularidad removible.- Si no aparecen
potencias negativas de z — zg en la serie de
Laurent.

» Una singularidad esencial.- Si aparecen una
infinidad de potencias negativas de z — zp.

= Un polo de orden m .- Si m es un entero
positivo y (z — 29)” """ aparece en esta serie
pero no aparecen potencias mds negativas
(am,1 = Qm—2 = ... = 0)

Ejemplos

singularidad removible

n=oo

sin z 1
— 71 n__._ - 2n
=2 D @n+1)l°

n=0

singularidad esencial

n=oo

1 1
EC S
—onl(z-1)

Teorema del Residuo

polo de orden 3

1
(z+i)°

Ceros de una funcién

Una funcién tiene un cero en zp si f(z) es
analitica en 29 y f(z9) = 0. Decimos que una
funcién tiene un cero de orden m en zq si:

f(z0) = f'(z0) = ... = ("D (z) = 0

pero

F™ (z0) #0.
Ejemplo

Zm

tiene un cero de orden m en 0.
sin? (2)

tiene un cero de orden 2 en 7.

Teorema

Sea h(z) una funcién con un cero de orden m
en zp. Sea g(z) una funcién analitica en zg, o con
una singularidad removible en zy y ademas

lim g(z) #0

zZ—2z0
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entonces:
_9(2)
tiene un polo de orden m en zq.

Ejemplo

eZ
23
polo de orden 3 en 0.
cos z
(z =)’

polo de orden 5 en 1.

cos (z)
sin (2)

polo simple en n.

Residuos
Si desarrollamos a f (z) en serie de Laurent

f(2)
a_s
= ...+
(z — z0)2
Definimos al residuo de f(z) en la singulari-
dad zg como el coeficiente a_; en su desarrollo en
serie de Laurent.

Piesf (2) = a1

De la férmula de los coeficientes de Laurent
tenemos:

as %fcf(z)dz

o bien,

j[ f(z)dz =2mia_
c

Esta ultima férmula es frecuentemente usada
para resolver la integral.

Ejemplo
Rles et/ =1
icos (32) il n 227
il o -1
3z 32;)( ) (277,)!:>
icos(3z) i
Res -202%) L
0 3z 3
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Teorema del Residuo

Sea f(z) analitica en un dominio D, excep-
to en los puntos zi, 29, ..., z2,, donde f(z) tiene
singularidades. Sea C' una curva cerrada suave a
pedazos en D que encierra a 21, 29, ..., 2. =

j[ f(z)dz =2mi Zn:Resf (2)
c iy

4Im(z)

D C

Re(z)

.

C encierra a las sigularidades z1, 29, ..., Zp,

Ejemplos

Si C encierra al origen. Encontrar

j{ Senz(z)dz
C z

tenemos que:

sen(z) 1 Z( z2n+l
22 22 (2n + 1)!
Res Senz(z _ 1
0z

Teorema: residuos y polos

Sea f (z) con un polo de orden m en zp. =

1 3 dm—l "
(m—1)! zli»Hzlo dzm—1 (2= 20)" f (2)]

Resf (2) =

esta es una forma mas facil de calcular los residuos
de una funcién, siempre y cuando f (z) tenga un
polo de orden m.

Teorema del Residuo



Ejemplo

Si C encierra al origen. Utilizar el teorema an-
terior para calcular:

]é cosz(z) i
C z

La funcién cos (z) /22 tiene un polo de orden 2 en
z =0, entonces m =2y

cos(z) 1 ., d gcos(z)]
Res —> _(21)!536@[(’2 0" ——| =0

entonces
cos (z
j[ 2( )dz =0
C z

Teorema del Residuo
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Capitulo 7

Ejercicios de variable

1. Demuestre que

(z1—2) = Z1—2
(z122) = Z1Zo
21 Z1
G- :
Im(z120) = —Im(z2)

2. Sea n un numero entero n > 0. Encuentre
el médulo de
T+ 1y "
T —1y

3. Encuentre el argumento principal de

z = 2cis(2001)
z = —2cis(2001)
4. Encuentre la forma a + ib de un numero
complejocon r =2y 6 = 3.
5. Convierta a la forma rcisf a
z = \/§ +1

(1+1) (~1—iV3)
3cis (m/8)

6. Escriba a las siguientes expresiones en al
forma a + ib

i1/2

(1—4)"?
11/21-1/2

Ejercicios de variable compleja

compleja

10.

11.

12.

Dibuje a las siguientes regiones en el plano
complejo

Imz > Rez
|z+3—4i] > 5
Imz > Rez?
. 1
sin|z| > —&=

V2

Describa con una relacién matemadtica, a los
puntos que pertenecen a la circunferencia y
al interior del circulo de radio 2 y centro en
3 + 414, excepto en el centro del circulo.

Escriba a las siguientes funciones en la for-
ma u + v

(z =)’
(2)7%+i
Escriba en términos de z y Z a
—2zy+1 (ac2 — y2)
2 492
Estudie la forma en que w = sin z transfor-
ma a la franja y > 0, —7/2 < x <7 /2.

Demuestre que la transformacion w = 1/z
transforma a la recta infinita Imz = 1 en un
circulo en el plano w. Encuentre la ecuacion
del circulo.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

38

Determine la imagen del arco semicircular
|z| =1, 0 < argz < m, bajo la transforma-
cién w = z+1/z. Sugerencia: tome z = .
Identificar las imdgenes de cos z de las rec-
tas paralelas al eje real.

Determine la imagen de la banda 1 <y < 2

en el plano z bajo la transformacién w = z2.

. Es la siguiente funcién continua en z = 3i?

o={ T 2

Sea f(z) = u(x,y)+iv (z,y) . Suponga que
existe la segunda derivada f” (z) . Compruebe
que

?u 0%
17 _ 3
f"(z) = 922 + Z—(‘)xz
Y 02 02
e,y gw 00
f (Z) - ayg Zayz

JEn que regiones del plano son analiticas las
siguientes funciones?. Si existe la derivada
encuentre su valor.

f(z) = 22243

flz) = Z+ff

fz) = —ay+ % (z* =)
22

fz) =

e?cosy + et seny
En donde es analitica la funcién:

f(z) =rcosb +ir

;Para cuéles valores de n la funcién z™ — y™
es armonica?

[ Cudles de las siguientes funciones son ar-
monicas?,; En qué dominio?

¢ = xty
_ Y

¢ - x2+y2

¢ _ emz_yz

Determinar la regiéon de analiticidad de la
funcién

£ (2) = cos (2)

Sea ¢ = 622y —z* —y* +y —x + 1. Com-
pruebe que podria ser parte real o imagi-
naria de alguna funcién analftica. Si ¢ es la
parte real de f (z) encuentre la parte imag-
inaria. Si ¢ es la parte imaginaria de f(z)
encuentre la parte real.

24.

25.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.
35.

Sea )
flz) =1

demostrar que es entera y encontrar su deriva-
da.

Sea f(z) una funcién entera. Si

f'(z)= (6962 —6y? -2z + 3)+i (12zy — 2y)
con f(0) =2 — i. Encuentre f(z). Calcular
f"(2 =)

Suponga que f(z) = u + iv es analitica y
que g (z) = v+iu también lo es. Demuestre
que u y v deben ser constantes.

Suponga que f (z) = u + iv es analitica y
que f (z) = u—iv también lo es. Demuestre
que u y v deben ser constantes.

Encuentre a una funcién arménica conjuga-
da de
e* cosy + e¥ cosx + xy

Demostrar que la funcién
f(2) =coszcoshy —isinzsinhy
es analitica en todo el plano complejo y que

f'(z)==f(2)

Para la funcién f(z) = (z +i)?, demostrar
que

0 (u,v) )2

o f (2

oy O
en donde este tultimo es el jacobiano de la
transformacion

{ u = u(z,y)

v=v(z,y)
Escriba en la forma a + b a

6—3641

Determinar todos los valores tales que % =
2.

Encuentre el valor numérico de
1+i
cos (e')
Si cos z = 2 obtener cos2z.

Demostrar que

sin?z4cos?z = 1
1 1 .9
573 cos2z = sin“z
cosh? z —sinh?z = 1

Ejercicios de variable compleja



36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Encuentre el valor numérico de
eie
10¢

ei7r /3
Emplee logaritmos para resolver

(e —1)° = ¢

e? = 62z

1
/ Zdz

sobre las trayectorias

Evalte a:

a) C
b) C

r+y=1
y=(1-2)

/ e*dz

a)dez=0az=1pory=0,b)dez=1
az=1+iporz=1

1
/ ldz
17

por C' : medio circulo unitario con centro en
el origen, en el semiplano superior

/ z4dz
1

por C : circulo unitario con centro en el
origen, en el primer cuadrante.

Evalie a:

Integre
Integre

LA cudl de las siguientes integrales se aplica
directamente el teorema de Cauchy-Goursat?

Por qué?
a)
j[ cosz
|z]=1 Z+2
j[ cosz
dz
|z42|=2 # + 2
jé cosz
|z—1|= 4Z‘f‘2

j[ log zdz
|z4i|=1

Ejercicios de variable compleja

43.

% log zdz
lz—1—i|=1
1
j[ dz
o= 1+ €7
1
% dz
=3 1 =€

Demuestre que

log 2z

?éz_:ﬂ_z (+1(z-3)

dz = jé
3) |z—3]=2 4

(z-3)

log 2

44. Evalte las siguientes integrales a lo largo de

45.

46.

la curva y = /z
a)

e dz

9431
/lJri

9+43i
/ z cos zdz
1+i

;,Cuadl es el error en:

144 —2
/ zdz = z
0 2

Evalie las integrales:

a)
ety

alrededor de

14i
=—17

0

SE2

9

[V

+L =1

SIS

i jé cos z + sin z &
2mi | (22 +25) (2 + 1)

alrededor de

[\v)

2y
9 16

jé cosh z &
224241
alrededor de

(z—1°+@y-1)*=1

39
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47.

48.

49.

90.

ol.

52.

93.

o4.

40

d)
j[ sin (e z—i—cos z) &
(z—=1)"(2+3)
alrededor de
2
% +y?=1
*Calcular

/Zi %
9 Z

por el arco de circunferencia con radio 2 y
centro en el origen, en sentido horario.

si C encierra a —m.

*Calcular

*Calcular la integral

1 4
€ =dz

2mi cz(l—2)

si C' a) no encierra a z = 1; b) no encierra
a z = 0; ¢) encierra a ambos.

*Evalie

(22 +7%)dz
c

C : el segmento de recta que vade 1+ a
3+ 3.

*Calcular a la integral real

2m
3
/0 5 —4cos€d9

usando el cambio de variable z = e

*Calcular

sin d
2
2]=2 2% — 3i2% = 32+

*Calcular p
2
/C 2249

con C :a)|z—3il =1;b) |2+ 3i = 1; ¢)
|2 — 34| + |2 + 3| = 10.

Demuestre que las siguientes series divergen
en la region indicada

[ee)
a) Y. mz"en|z|>1
n=1
[ee]

b) Y g (22)" en [z > 1/2

n=1

95.

56.

o7.

58.

99.

60.

oo
c) Y. e™enlIm(z) <0

n=0
Use el criterio del cociente para demostrar
que las siguientes series convergen

o0

a) > nle™’% en Im (z) > 0

n=0

= _1
b) > menlz[>0

n=1

Desarrolle en serie de Taylor y encuentre la
regién de convergencia de:

a) 2, alrededor de z =1+

=

ﬁ, alrededor de z =14
e?, alrededor de z = im
22 4+ 241, alrededor de z =0

22+ z+1, alrededor de z =1

(9]

ISH

)
)
)
e)

Encuentre los coeficientes y el disco de con-
vergencia de:

o0

e (z—1)"

1
a) = =
z441
+ n=0

1 o0
b) -z zocnz"

C) (1_1z)2 = ngo cp?"
1 (o)
d) T2 = n;O cn2"

e) 7(Z_1)Z(Z+2) = ngo CnZTL

o0

D e =X aiz-1"

n=0
Desarrolle en serie de Laurent a:

1
z—3

en potencias de (z — 1) , determine en que
regiéon converge.
Desarrolle en serie de Laurent a:
1
(z=1)(2—3)

en potencias de (z — 1) , determine en que
regién converge.

Desarrolle en serie de Laurent a:

1
(z—1)z

en potencias de (z — 1) , determine en que
regién converge.

Ejercicios de variable compleja



61. Desarrolle en serie de Laurent y encuentre
el anillo de convergencia de:

1
— CO8 2
24

62. Desarrolle en serie de Laurent y encuentre
el anillo de convergencia de:

1
2% cos —
z

63. Desarrolle en serie de Laurent y encuentre
el anillo de convergencia de:

Zel/(z—l)

64. Calcule los residuos de:

a)

eZ

(22 +1)22
b)

tan z

65. Utilice expansiones en serie de Laurent para
evaluar por el método de residuos a las in-
tegrales:

a)

1
j{ 23 cos —dz
|z+14i|=4 Z

sin z
jé 3 dz
lz|=1 %

66. Encuentre los residuos por polos e integre:

a)
1
jé —dz
|z—6|=4 Sin z
el/z
d
%le_% 22 —1 ‘

sin z
j[ ———dz
|z|=3 sinh” 2

Ejercicios de variable compleja
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Parte 11

Funciones ortogonales
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Capitulo 8

Series de Fourier

Funciones ortogonales

Algebra lineal
Sea S ={s, -, +} un espacio de dimensién n en
donde esta definida una operacién interna:

51 82 (8.1)

A cualquier elemento del espacio s lo podemos
representar como:

5= i X, (8.2)
1=1

en donde el conjunto {¢,(t)} se llama base de S y
es linealmente independiente y ortogonal, (genera
al espacio),

—0 i#j

Las \; son constantes y se obtienen a partir
de:

s-¢; = Z)\ifi)i'%‘
i=1
$-05 = Ao 9,

CRNoy

A =
Ay

Series de Fourier

Funciones
El producto interno para funciones se define
para el intervalo a < t < b como

b
Ao fal(t) = / £ (8) i (t) d.

Un conjunto de funciones {¢,(¢)} es ortogo-
nal en un intervalo a < t < b si para dos fun-
ciones cualesquiera del conjunto ¢,, (t) vy @, (¢),
se cumple:

b
/ G (8) &% (£) dt = By,

en donde d,,, es la delta de Kronecker que se
define como:

1 sim=n
5m"{ 0 sim#n ’ (8.4)

Serie de Fourier
Considere al espacio infinito de funciones per-

iodicas con periodo T, (f (t) = f (t+T)) y al con-
junto de funciones

{1, cos (nwot) ,sen (nwot)} : m = 1,2, ...
en donde

wp = % (frecuencia angular)
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Demostremos que el conjunto es ortogonal en
el intervalo —T/2 <t < T/2.

/ 1 cos (nwot) dt =0
-3
%
/ 1sen (nwot) dt =0
-3
%
/ cos (nwot) sen (mwot) dt = 0
T
-2
H] T
/ sen (nwot) sen (mwot) dt 6mn§
T
-z

T

/ cos (nwot) cos (mwot) dt = 6mn§
T
-3

entonces a cualquier funcién periédica de 2 la
podemos expresar como una combinacién lineal
de la base {1, cos (nwot) ,sen (nwot) }:

1
f@= §a0+ ay, cos (nwot) Z by, sen (nwot)

n=1
(8.5)
en donde los coeficientes los obtenemos a par-
tir de la ecuacién (8.3)

- % /_ (0 (8.6)

RSE)
)|

o = 7 [ fOwstydr (87
— f_%% f (t) sen (nwot) dt

no f%% sen (nwot) sen (TLWOt) dt

b, = %/i £ (t) sen (nwot) dt (8.8)

46

Condiciones de Dirichlet
Una funcion f (t) se puede representar en serie
de Fourier si se cumple que:

» La funcién tiene un numero finito de dis-
continuidades en un periodo.

» La funcién tiene un ntmero finito de méxi-
mos y minimos en un periodo.

= La integral del valor absoluto de la funcién

es finita:

T/2

/ IF (0)] dt < o
-T2

Aproximacién por Fourier
Sean las sumas parciales:

k
Sk (t) = (12 Z ap, cos (nwot) + by, sen (nwot)) ,
=1
ep (t) = Z (ay, cos (nwot) + by, sen (nwt)) ,
n=k+1

la funcién f (t) en términos de Sk (t) v ek (t) es

f(t) =Sk (t) +ex(t)

podemos aproximar a f (t) como:

f(t) >~ Sk (t).

Para medir que tan buena es la aproximacién
f () = Sk (t), definimos al error cuadrético medio,
Ek .

T/2
B, = = /
T/2
T/2
B, = = /
T/2

si B es pequeno la aproximacién es vélida.

a% 1 k 2
Zat — —§Za+b

Fenémeno de Gibbs

Cuando una funcién se aproxima por una serie
parcial de Fourier, habra un error considerable en
las vecindad de las discontinuidades.

Ejemplo

La funcién

-1 —7<t<0
f(t){ 1 O<t<m

Series de Fourier



tiene un desarrollo en serie de Fourier:
= 2n — 1

utilizando los primeros 20 términos
sm[(2n 1)]

= Z (2n—1)

o

0
' t t {
4 -2 0 2 4

el b

en este caso el error cuadratlco medlo serd:

Ekz%f%w)] — 5300, ad

E,=1-2%300 gige =0.,01013
los primeros 1000
1000 sin[(2n—1
HHOEE otk
— y 1
0.5
0
4 2 0 2 4

05T

el error c%@/(%ra’,tico medio sera
1 1 x~1000 2
Br=7 /- T/2 O dt— 33,2 a

Ep=1- 5,5 grloe = 2.0264 x 1074

Fourier en las discontinuidades
En un punto singular ts la serie de Fourier
converge a

lim f(¢t)+ lim f(¢)], (8.9)

2 | t_—ts ty—ts

es decir, aunque la funcién no exista en tg, su
desarrollo en serie de Fourier existe y su valor esta
dado por 8.9.

Series de Fourier

Teorema de Parseval
Si ag, an y by, son los coeficientes en la expasion

en serie de Fourier de la funcién f (¢) = f (¢t +T).
Entonces:
T/2 a2 1
— O dt =2+ = al +b2)
/ T/2 172 g

(8.10)
este valor representa a la potencia contenida en
la senal.

Simetrias

Con frecuencia las simetrias simplifican a los
problemas matematicos. En el caso de series de
Fourier, utilizaremos a la simetria en la paridad
para simplificar el problema.

Funciones pares e impares

Una funcién es par si se cumple que

f@)=f(=t)
e impar si
f(t)=—F(-1)

En el caso de funciones pares el desarrollo en
serie de Fourier es:

1 o0
f@= 500 + Z ay, cos (nwot)
n=1

y para impares

t) = Z by, sen (nwot)

n=1

Es decir, sélo se necesitan calcular ag y ay,
para funciones pares, y solo b, para impares.

Derivacion e Integracion de Series de Fourier
Derivacién

Sea la serie de Fourier:

f@= %ao + i [an, cos (nwot) + by, sen (nwot)]

n=1

si derivamos término a término obtenemos:

oo

@)= Z nwo [by, cos (nwot) — a, sen (nwot)] .

n=1
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El término extra que aparece al derivar, nwg,
disminuye el grado de convergencia de la serie, lle-
gando ésta incluso a diverger. Note que la deriva-
da sd6lo esta definida en donde la funcién es con-
tinua. La derivacién en los puntos singulares se
verd més adelante.

Integracion

Sea la serie de Fourier

f@)= %ao + i [an, cos (nwot) + by, sen (nwot))

n=1

si integramos término a término

/f (t)dt = —a0t+z

El término extra que aparece al derivar 1/nwq
aumenta el grado de convergencia de la serie. La
integracién esta definida atin en los puntos singu-
lares.

Ejemplos
Considere a la funcién

0 para —7<t<-—m/2
f@) = 1 para —7/2<t<m/2
0 para +7/2<t<m

f@) = ft+2m)

Como es una funcién par

f) = %ao + Z ayp, cos (nwot)

n=1

2
- %f(t)dt

1 —7/2
= —/ Odt+/ dt+/ 0dt
™
1| /™2 1
- 2 l/ dt] ==,
™ 771./2 ™

= ~fr/2— (~x/2)]
=1
an = % _zf(t)cos(nwgt)dt
= %/% cos (nt) dt
2 ) ™
= ()
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[ay, sen (nwot) — by, cos (nwot)|+C

o bien,

ol 2 (=D
= 3 %Z:: S— cos ((2n —1)t)

Funcién Heaviside y Delta de Dirac
Funcién Heaviside, H

La funcién escalén o heaviside estd definida
por

H(t){ 0 parat<0

1 parat>0

Delta de Dirac, ¢

La delta de Dirac es una regla de seleccién (no
es funcién) que se define como:

o parat=0

6(t){0 parat # 0
Algunas propiedades de la delta de Dirac son:

/O;f(t)H(ta)dt/aoof(t)dt

Derivacién en puntos singulares

Considere a la funcién f (t) que tiene discon-
tinuidades sibitas aq, as,as, ... en t1,t2,t3,... , ¥
la funcién f’ (t) que esta definida en todo ¢ ex-
cepto en las discontinuidades.

Definimos a la funcién

— ZakH (t — tk-)
k

La funcién g () es continua en todas partes y su
derivada es

g (&) =1 ()= ard (t —tx)
o

Series de Fourier



o bien,
F)=g O +> ad (t—ty)
k

lo anterior se conoce como la derivada generaliza-
da de una funcién continua por tramos.

Series de Fourier
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Capitulo 9

Espectros de frecuencia discreta

Forma compleja de las series de
Fourier

Dada la serie de Fourier

f(t) = %ao + i [an, cos (nwot) + by, sen (nwot)]

n=1

podemos representar al seno y coseno en términos
de la exponencial compleja:

elnwot + efznwot

2

einwot _ e—inwot
21

lo anterior dard el siguiente resultado:

cos (nwot) =

sen (nwot) =

Fy= > cpemet (9.1)

n=—oo

en donde

1 [T/2 .
o= / f@y et (9.2)

—T/2
ademds
_1 _ i%, _ —id,
Co = 500, Cn = len| €9 y e = [enle
en donde:

1
|Cn| - 5\/ a%+b%

Espectros de frecuencia discreta

o, = tan~! <—b—")
Qp,

a |cy| le llamaremos amplitud y a ¢,, dngulo
de fase.

Espectros de frecuencia comple-
ja

En realidad ¢,, es una funcién de w,, = nwg. A
la grafica discreta de |c,| contra w,, se le denom-
ina espectro de amplitud, esta funcién especifica
a la funcién periédica f (w) en el espacio de las
frecuencias, al igual que f (¢) lo hace en el espacio
del tiempo.

De igual forma a la gréfica de ¢,, contra wy, se
le denomina espectro de fase.
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Contenido de potencia y teore-
ma de Parseval

Para cualquier senal periddica se define a la
potencia promedio como:

T/2
J
el teorema de Parseval para el caso complejo
relaciona a la potencia promedio con las

amplitudes de la onda

T/2 o0
—/ 2a= S Je  (93)

T/2 n=-—oo

Ejemplo

Encontrar los espectros de frecuencia para la
funcion:

f(t){ A para f%d<t<1d

0 para f—T<t<71d 1d<t<%T

para calcular c¢,, utilizamos:

T/2
Cn = _/ 7'anotdt
T/2
/2
— _/ 7'an0tdt
d/2
A /2
— il efznwot
Tfmwo —d/2
_ é 1 <einw0d/2767inwod/2>
T inwg
_ Adsen (24)
T ()
Y lenl

Ad sen (124 d)

|C"| = T (nu; d)

si hacemos d =1/20, A=5y T =1/4, wy =
8

sen (%57)

nmw
5
()

)

len| =
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Capitulo 10

Transformada de Fourier

Las series de Fourier son muy ttiles para es-
tudiar funciones periédicas, por lo tanto, es nat-
ural querer extrapolar esta teoria para el caso de
cualquier funcién.

Deduccién
Sea la serie de Fourier

f (t) — i Cneinwot

n=—oo

con

Cn = —/ Flt)emmeotdty T = =5
T J_ 7/

Wo

combinando ambas

0 1 T/2 ) )
f t — _/ f T efznwoxdx elnwot
(t) n:Z_OO T 1y (z)
00 1 T/2 ] )
f t — i / f ) e iWol o woeznwot
(t) n;m 27 || 1o (z)

si hacemos T' — 00, 6 w, = dw — 0y nw, —
w. Obtenemos la identidad de Fourier.

Ft) = L O; % { L O; (@) ei“””dx} ¢t iy

si definimos

Transformada de Fourier

F(w) = /Oo f(t) e ™“tdt (10.1)

obtenemos,

£t = % L T P (w) et (10.2)

Transformada de Fourier

La ecuacién 10.1 sirve para definir a la trans-
formada de Fourier F :

F(f(t) =F W) (10.3)

y la 10.2 a la antitransformada de Fourier F~!

FHEFE W)= (10.4)

En general la funcién F' (w) es compleja y con-
tiene la misma informacién que f (¢) .

F () = |F ()| )

Espectro de frecuencia continuo

A la gréfica de |F (w)| contra w se le llama
espectro continuo de frecuencia. En esta gréfica
se pueden observar si existen frecuencias prefer-
enciales o caracteristicas en la senal.
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Transformadas seno y coseno de Fourier

Si la funcién f (t) esta definida sélo en el inter-
valo t € [0,00) definimos a la transformada seno
de Fourier como

AG@) = Fle- | " £ (1) sen (wiY@0.5)
FE@) - f0-=2 " F (w) sen (410

™ Jo

y a la transformada coseno

Fo(f(t) = F(w)= /OOO £ (t) cos (wt)dh.7)
FA(FW) = fit)=2 /0 " F () cos (41)&)

Convolucién y correlacion

Sean fi (t) y fa(t) dos funciones dadas. La
convolucién de fy () y fa (t), esta definida por

f(t)fl(t)*fz(t)/oo £ () fo b —7)dr

(10.9)

La funcién f (t) se conoce como la funcién de
correlacion entre las funciones f (t) y f2 (¢). La
correlacién es una medida de la similitud o inter-
dependencia de fi (t) y f2 (t) como funcién de un
pardmetro 7. La autocorrelacién se define como

f1(®) = f1(t).

Propiedades

f1(t)* f2(t) f2 () = f1(t)
1 @) * 20 % f3(t) = fo(t)*[f2(t) * f3(D)]
flR=t)xd(t—t2) = [f(t—t1i—t2)

Teorema de convolucién

Si F(fi(t) = Fi(w) y F(fa(t) = Fa(w)

entonces

O f0)=F " [F(w)Fkw)] (10.10)

Fy(w)* Fy (w) =2nF[f1 (¢) f2(t)]  (10.11)
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Ejemplos

Transformada de Fourier

1) Encontrar F <te’ t2> y graficar su espectro
de frecuencia si a = 1.

sabemos que F (e"”2) = \/ge""z/‘m y que
F(f (1) =iF" (w)

entonces:
]:(te_atQ) = z% [\/ge_‘“z/‘m]

El espectro de frecuencia

F@l = |5 Ve
P = g

2) Encontrar F {(t — 1) e "V H (t — 1)}

F {(t —9) et (¢~ 2)}

= 2o (e OH 1)}
_
(iw + a)?

_ 6721@)

3) Encontrar F {e~13}

F et

L -5
= E:}—{e It\Hw:%

1 2s
3] [+ w? o=t

1 2s
Tal 2
13| |2+ 5

Transformada de Fourier



Transformada inversa de Fourier

1) Obtener F~! [#}

2—w?243iw

1
pF-V)__ - 000000
4 {@+wou+wo}
1 1
-1 .
57 {1+iw 2+iw}

) )]

= b5le"H(t)—e *H(t)]
= BH(t)[e" —e ]

Convolucion

1) Calcular F~1 [ 8

m} utilizando el teo-

rema de convolucién

5)
-1
4 {2w2+3iw}

— M”{bjw}ijH

= SFU{FHMe | F[H) e ]}
= 5[H{t)e *«H(t)e ']

5/ H(t)e ¥ H(t —7)e”*dr
= 5/ e 'e™"H (1) H(t — 7)dr
= 5e_t/ e TH(r)H(t—T1)dr

—0o0

pero

0 siT<067>t
H(T)H(tT){ 1 si0<7<t

de aqui si t < 0 la segunda condicién nunca se
cumple, por lo tanto H (1) H(t —7) = 0. Y para
t>0H (r)H(t—7) =1enelintervalo 0 < 7 < t.
entonces

= 5et /oo e "TH(r)H(t—7)dr

0 sit <0
Set [d e Tdr  sit>0
(o sit<0
N e t[l—e7t] sit>0

H(t)5e™" [1—e™']
= BH(t)[e" —e %]

Ecuaciones diferenciales

Transformada de Fourier

1) Resolver a la ecuacién diferencial

Yy —dy = H@t)e ™
—x0 < t<™

graficar su espectro de frecuencias

aplicando la transformada de Fourier a toda
la ecuacién obtenemos

Fly —ay=H(t)e "}

wY (w) —4Y (w) = iwi—él
1
A R
-1
Y = G5t
-1
M Fe)

Y (w) yaes la solucién a la ecuacion diferencial
en el espacio de frecuencias, si queremos regresar
al espacio del tiempo aplicamos la transformada
inversa de Fourier.

1
y = —ge

Note que al resolver la ecuacién diferencial no
se utilizaron constantes arbitrarias, lo anterior es
porque implicitamente existen dos condiciones ex-
tras:

L[ |f ()] dt < oo

o

2. f(t) es continua

Su espectro de frecuencia es:

~1
e
1
(4 +w?)

Y ()l =
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Capitulo 11

Polinémios de Legendre

Definicién

Sea la ecuacién diferencial de autovalores en
el dominio z € (—1,1), que sélo tiene solucién
diferente de cero para un conjunto de n's enteras
positivas:

(2 = 1) " +22¢ =n(n+1)¢

Las funciones P, () que son solucién de la
ecuacion anterior son los polinomios de Legendre..

Representacion

Las soluciones no se pueden representar de for-
ma convencional por lo que utilizamos métodos
indirectos de representacion.

Funcién Generadora

La funcién generadora de los polinomios de
Legendre es:

1 oo
=) t"Py(2); |t| <1
V1412 =2t T;) (@) 1

si desarrollamos en serie de potencias a la fun-
cién generadora y comparamos potencias en ¢ con
la serie encontraremos a los polinomios de Legen-
dre

1 J—
V1+1t2 -2tz

de aqui:

Py (l’) + P (l‘)t+P2 (1’) t2 =+ ...

Polinémios de Legendre

P() (JI) 1

Pi(z) = =

Py(z) = % (32° - 1)
Psy(x) = % (52° —3z) ...

Férmula de Rodriguez

Otra forma de obtener los polinomios de Leg-
endre es mediante la férmula de Rodriguez

_ 1 dn 2 n
Fn (@) = 27n! dzm [(x -1 ]
Representacion Integral

A partir de una integral podemos encontrar a
los polinomios de Legendre

™

P,,L(ac):l/ﬂ[w:t x2—1cost]ndt
0

Férmulas de recurrencia

Las férmulas anteriores son muy ttiles en al-
gunos casos pero son dificiles de manejar. Las
siguientes relaciones permiten un cédlculo mas fé-
cil
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m+1) Py () = 2n+1)2P, (x) —nP,_1 (x)

O+ 1) Pu@) = o [Py (&) = Paoa (2)
(z* —1) diiPn () = nlzP,(x) — Py_q(2)]

Ortogonalidad
Las funciones de Legendre son ortogonales ba-
jo:

Serie Fourier-Legendre
A cualquier funcién continua definida en el do-
minio = € (—1,1) se le puede representar como:

f(z) = Zanpn ()
n=0

en donde
n -+ % 1 L dar
n — 1-
a S [1( z?) dxnf(x) dx

Valores importantes

o - { e

(-1) Gn)r~ Para n par
P,(1) = 1
Po(-1) = (=1)"
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Capitulo 12

Funcion Gamma

Definicion
Sea la funcién factorial generalizada para to-
dos los numeros reales x

F'z+1) =2l

Representacion
Representacion de Euler

Sea un numero real que pertenece a {z |z >0}

F(x):/ e T dt
0

Representacion de Gauss

Sea un niimero real que pertenece a {x |z # 0, —1,

r I nln*—1
@) = I T e @ =)

Gréfica de T (z)

Funcién Gamma

—2

f
1.25 25

Relaciones de Recurrencia

,—3,..}

Valores Importantes

—_
~—

N[ = N =~

N— " 0

al (z)

sin (7x)
T

xsin (mx)

_Qﬁ
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Capitulo 13

Funciones de Bessel

Definicion
Las funciones cilindricas o de Bessel del primer

tipo estéan definidas por la ecuacién diferencial
con dominio z € (0,a)

22y 4+ zy + 2%y = 1%y (13.1)
La solucién general para esta ecuacion es:

y=c1J, (x)+ c2J_, () (13.2)

en donde J, (z) es la funcién de Bessel de or-
den v.

Representacion

Podemos representar a las funciones de Bessel
como la serie:

Tu(z) =) % (g)yﬁi

i=0
o atravéz de una funcién generadora
[ee]
z(t=1
62( B ): E J,L(x)t"
n=—oo

Funciones de Bessel

Férmulas de recurrencia

%JV () = Jo_1(x)+ Juy1(x)
d%(x” Jv(2)) = 2"Jy-1(2)
TE@) = @

J_,(x) = (=1)"J,(z): v entero

Note que cuando v es entero 13.2 deja de ser
solucién de 13.1, debido a que J_, (z) y J, (x)
dejan de ser linealmente independientes. Entonces
se propone una solucién del tipo

y=ad,(x)+cY, (z)

en donde Y, (x) son la funciones de Bessel del
segundo tipo, definidas por

Yl/ (.Z') — lim ‘]P (.Z') Cos (ﬂ-p) — J*P (.Z')

p—v sen (px) (13:3)

Ortogonalidad

Las raices «,, de la ecuacion
Jy (an) =0
permiten definir la ortogonalidad
a
/ g (222 7, (422w
0 a a
2

a
= 7?']1/—&-1 (an) Ju—l (an) 6'nm
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Integral de Bessel-Fourier

@) = /O "y (k) F (k) kdk

en donde

P k) = /0 "y (k) £ (2) ada

Grafica
Las funciones Jy(x), J1(z), Jo(z) v J3(x) linea
continua y Yp(x) linea gruesa.

Jv

Comportamiento asintético
Las funciones de bessel para x pequenos se
comporta como
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Capitulo 14

Ejercicios de funciones

1. Desarrolle en serie de Fourier real a la fun-

w?f@%=WPMaGWJ)Yﬂﬂ=f@+
27).

2. Grafique a la funcién

0 —-1<t<0
) = { 2 0>t>1
f@@) = flt+2)
encuentre su desarrollo en serie de Fourier

real.

3. Desarrolle en serie de Fourier real a la fun-
cion f(t) = cos (nt), —1 <t < 1.

4. Desarrolle en serie de Fourier real a la fun-
cién f(t) =e?/2, -1 <t < 1.

5. Grafique a la funcién

0
et

ft+2)

-1<t<0
0>t>1

@) =

encuentre su desarrollo en serie de Fourier
compleja. Grafique al espectro de frecuen-
cia.

6. Encuentre la serie de Fourier compleja y el
espectro de frecuencia (al menos unos de sus
puntos) para:

a) ft)=t2:0<t<2: f(t+2)=f(t)

Ejercicios de funciones ortogonales

ortogonales
b f0={§ 35155 rern-
7(®)

7. Encuentre la transformada de Fourier y grafique
a la funcién en el espacio de frecuencias
para:

a) e UYgen (b(t —4)) H(t — 4)
+2

5 cos(wot)
4442

)
) efatQGiwgt
d) 4 <e’3t2>
) (t—3)e *H(t—3)
563”
) 2_4t+13
8. Encuentre la antitransformada de Fourier
para

(I) iw—;—wz

b) i(wfl)fgf(wfl)z
9. Encuentre una solucién acotada y continua
para
a)
Py | Ldy
— +3—=+2y=H(t
gz Ty T HY
b)
’y | .dy
— +3—=24+2y=30(¢
T )

¢) Utilice la férmula de Rodriguez para
calcular Py(x).
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Parte 111

Apéndices
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Apéndice A: Tabla de trans-

formada de Fourier

f#) & F(w)

alfl (t) + a2f2 (t) S a Fy (w) + as Iy (w)

f(at) < ﬁF (£)
f(=t) & F(-w)

ft—ty) & F(w)e ™t

f(t) et & F(w—wp)

f(t) cos (wot) & %F(w —wp) + %F(w + wo)

(a7)

£ (1) sin (wot) < %F (- wp) — %F (@ +wo)

F(t) e 2rf(—w)

F (1) & (iw)" F ()

/t f(x)dx@%F(w)erF(O)d(w)

(—it)" £ (8) & F") (w)

fr(@) = fa(t) & Fi (w) P (w)

(a8)

(all)

(al2)

(al3)

(ald)

(alb)

(al6)

(al7)

U sin()
a (t) = { ‘21 = wa
0 [t|>35 ()
sin (at)
pun & P2 (W)
te”“H (t) &
(iw + a)
tnfl . 1
TYH(t ;
(n—1)! ®) (iw+a)"
b

cos (bt) —ajw—b| —a\wﬂﬂ
<:> R

a? + 2 2a [e te

sin (bt) T [ —alw—b| —ﬂw+m}
@ [ J—

a? + 2 2ai [e c

1
H(t—t ) — e~ Wwiho
( 0) & (w)—i—z,we

1< 270 (w)
" e 216 (w)

et & 276 (w — wo)

cos (wot) < [0 (w — wp) + 0 (W + wo)]

(al8)

(al9)

(a20)

(a21)

(a22)

(a23)

(a24)

(a25)

(a26)

(a27)

(a28)

(a29)

(a30)

(a31)

(a32)

(a33)

(a34)

(a35)
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sin (wot) & —im [0 (w — wp) — 0 (w + wp)] (a36)

H (t) sin (wot) (a37)
= ® X [
w—w? 2

§(w—wo) = (w+ wo)]

H (t) cos (wot) (a38)

o %sz + ;Tz [0 (w—wo) + 6 (w+wo)]

0
tH (t) & ind (w) — é (a39)
. \n—1

ti - ((n“i)l) - [mi —2miH (w)] (a40)

/ Ji(t) fa(t)dt = — / i (w) Fy (w) dw
(adl)

/, (t)f dt = _/ w)?dw  (ad2)
| r0cwi= [ Fugwd @

Apéndice B: Tabla de trans-
formada seno de Fourier

=1 & I (r)w " sin (%) re(0,1)  (S3)

1 T
7TV w (54)
e e —2(a>0) (S5)
a? +w?’
—at 2aw
te = +w2)2 i (a>0) (S6)
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—a?t? W\/— 70.)2 4q? .
te S I /49 (a > 0) (S7)
—at 1 w
— & tan (g) :(a > 0) (S8)
t T aw .
m =4 56 . (a > O) (Sg)
t . —aw
e © 97322 . (a>0) (S10)
a“ +
1 m(l—e ™)

(a>0) (S11)

,t/\/_ . i w
sin <\/§> = T ot (S12)
1 — e—w
Z tan~! (%) Z (a>0)  (S13)
éﬁ & e ¥sinw (S14)
T

Apéndice C: Tabla de trans-
formada coseno de Fourier

1 —aw
pranrigs (a>0) (C6)
1 me ™ (14 aw)
) 1 e (a>0) (C7)
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