	La integral definida y la función área.

	INTRODUCCIÓN

	Históricamente, el cálculo integral surgió de la necesidad de resolver el problema de la obtención  de áreas de figuras planas. Los griegos lo abordaron, llegando a fórmulas para el área de polígonos, círculo, segmentos de parábolas, etc. El método que emplearon consistía en aproximar exhaustivamente la figura cuya área se deseaba calcular mediante polígonos de áreas conocidas. 

[image: image13.jpg]


Este procedimiento original de Eudoxo (406 a.C. - 355 a.C.) fue utilizado esporádicamente por Euclides (hacia 300 a.C.) y de forma sistemática por Arquímedes (286 a.C. - 212 a.C.). 
  

Hacia el siglo XVI de nuestra era, este método pasó a llamarse método de exhaución o método exhaustivo. 
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Basándose en ese método, los matemáticos del siglo XVII (Newton, Leibniz, etc.) introdujeron el concepto más general de integral definida de una función, f, en un intervalo. Este concepto fue posteriormente mejorado por Cauchy (1789-1857) y por Riemann (1826 - 1866). 

A continuación y mediante un ejemplo mostraremos en qué consiste el método de exhaución. Aplicando la misma idea introduciremos de forma intuitiva el concepto de integral definida de una función y estudiaremos algunas de sus propiedades. Por último, veremos qué relación hay entre la integral definida y el cálculo de primitivas. 

	OBJETIVOS

	· Presentar de manera visual el concepto de integral definida y sus propiedades. 

· No se pretende aquí hacer unas demostraciones rigurosas. El objetivo principal de la unidad es complementar las explicaciones que se den en el aula para permitir una más fácil asimilación de las mismas. 

	La integral definida: método de exhaución
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	Introducción .

	Vamos a conocer este método basándonos en un ejemplo. Nuestro objetivo inicial será calcular el área del recinto plano limitado por el eje de abscisas, la gráfica de la función y = x2 y las rectas x = 0 y x = b, siendo b un número real cualquiera. Más concretamente, lo que queremos hallar es el área de la región coloreada en la figura siguiente: 
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Prueba a modificar el valor de b. 
El método de exhaución empleado por Arquímedes para resolver este mismo problema (aunque con notación más moderna) consiste en lo siguiente: 

Para cada número natural n dividimos el segmento [0,b]  en n partes iguales de longitud b/n. Sobre cada una de esas partes construimos un rectángulo con la altura de la ordenada máxima (rectángulo superior, por exceso o circunscrito). 

	Realiza en la siguiente escena las actividades que se te proponen: 
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	1.- Modifica los valores de n y de b para observar lo que se dice en el párrafo anterior. Si n es muy grande los rectángulos que aparecen tendrán una base muy pequeña y será difícil distinguirlos. Prueba en ese caso a modificar la escala o la posición de los ejes para mejorar su visualización. 

	
	2.- Para cada valor de n, llamaremos Sn (o suma superior) a la suma de las áreas de todos los rectángulos superiores. ¿Qué puedes afirmar de Sn en comparación con el valor del área que estamos buscando? ¿Es cierta esa afirmación sea cual sea el valor de n? 

	
	3.- Sean n1 y n2 dos posibles valores del parámetro n, y supongamos n1 < n2, ¿Qué puedes afirmar de los respectivos valores Sn1 y Sn2? 

	
	4.- Intenta dar un enunciado teórico que englobe los resultados de las dos cuestiones anteriores. 

	Ahora hacemos los mismo, construyendo rectángulos de altura la ordenada mínima (rectángulo inferior, por defecto o inscrito). 

	Realiza las actividades que se te proponen en la figura adjunta: 
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	1.- Para cada valor de n, llamaremos sn (o suma inferior) a la suma de las áreas de todos los rectángulos inferiores. ¿Qué puedes afirmar de sn en comparación con el valor del área que estamos buscando? ¿Es cierta esa afirmación sea cual sea el valor de n? 

	
	2.- Sean n1 y n2 dos posibles valores del parámetro n, y supongamos n1 < n2, ¿Qué puedes afirmar de los respectivos valores sn1 y sn2? 

	
	3.- Intenta dar un enunciado teórico que englobe los resultados de las dos cuestiones anteriores. 

	Ahora las dos situaciones simultáneamente. 

	Realiza las actividades que se te proponen en la figura adjunta: 
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	1.- ¿Qué relación hay entre cualquier "suma superior" Sn y cualquier "suma inferior" sm? 

	
	2.- Si llamamos A al área que queremos calcular, ¿qué relación hay entre A, Sn y  sm ? 

	
	3.- ¿Qué puede decirse de Sn - sn  cuando n tiende a infinito? 

	
	4.- Averigua el valor del área buscada inicialmente para distintos valores de b y con un error menor que una décima. 

	La integral definida: definiciones.
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	La integral definida.

	En el capítulo anterior hemos visto, cómo podemos aproximarnos al área de una región limitada por la gráfica de una función positiva, el eje de abscisas y dos rectas verticales, calculando las áreas de una serie de rectángulos que acotan el valor que buscamos. Disponemos de dos tipos de acotaciones: una superior (o por exceso) a la que hemos llamado suma superior (Sn) y otra inferior (o por defecto) a la que hemos llamado suma inferior (sn), de manera que si llamamos A al valor del área buscada se cumple 

sn< A < Sm
siendo n y m dos números naturales cualesquiera. En el ejemplo anterior, además, para un mismo valor n, la diferencia entre suma superior y suma inferior Sn-sntiende a cero cuando n tiende a infinito. Esto último no es cierto en general con cualquier función, aunque sí lo es siempre que la función de partida sea continua en el intervalo en el que se está calculando el área. 

	Generalicemos un poco la situación anterior. Consideremos una función continua en un intervalo cerrado [a,b], no importando que no sea siempre positiva. Contesta a las siguientes cuestiones referentes a la gráfica adjunta. 
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	Siguiendo el mismo proceso del capítulo anterior, averigua cuánto vale el área de la región limitada por la gráfica de la función, el eje de abscisas y las rectas x=-2 y x=3, con una aproximación hasta las décimas. ¿Qué tipo de resultado se obtiene?¿Es un resultado aceptable para un área? 

	El resultado del ejercicio anterior nos muestra que el proceso seguido no siempre produce como resultado el área de una figura plana. Sin embargo, también muestra que si la diferencia entre las sumas superiores y las inferiores tiende a cero ambas se acercan a un determinado número cuando n tiende a infinito. En ese caso se dice que la función es integrable en el intervalo [a,b] y el número obtenido recibe el nombre de 

integral de la función f(x) en el intervalo [a,b]. 

Simbólicamente ese número se escribe [image: image6.png][ rede



. 

Cuando la función f(x) es positiva en el intervalo [a,b] (como sucedía en el capítulo anterior) la integral coincide con el área de la región limitada por la gráfica de la función, el eje de abscisas, y las rectas x=a, x=b. Si f(x) no es positiva eso no es cierto. 

	La integral definida: propiedades.
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	1. Intercambio de los extremos de integración.

	Volvamos a la imagen del capítulo anterior y contesta a las preguntas que se te plantean a continuación: 
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	1.- Calcula la integral de la función del dibujo en el intervalo inicial [-2,3] con una aproximación hasta las décimas. Anota el resultado en tu cuaderno. Después haz que a tome el valor 3 y b tome el valor -2, manteniendo invariable el valor de n. ¿Qué resultado obtienes? Repite el proceso con otras parejas de valores. ¿Sucede siempre lo mismo? ¿Sabrías dar una explicación del motivo? Enuncia una propiedad general que indique qué le sucede a una integral si cambiamos el orden de los extremos del intervalo. 

	
	2.- Haz que a y b tomen el mismo valor ¿Qué sucede? ¿Sucede lo mismo en cualquier punto, siempre que a y b sean iguales? Enuncia una propiedad general que se aplique en este caso y razona por qué sucede así. 

	
	




	2. Integral de una suma de dos funciones.

	Consideremos ahora dos funciones, f(x) y g(x), integrables en el mismo intervalo [a,b]. Se trata ahora de averiguar si la función f+g es también una función integrable en dicho intervalo. 
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	1.- Modifica los valores de a y de b y observa qué sucede con la suma de las integrales de f y de g y la integral de f+g. 

	
	2.- Enuncia una propiedad general sobre la integral de la suma de funciones. 




	3. Integral de una constante por una función.

	Veamos ahora que pasa con la integral de una función multiplicada por una constante. 
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	1.- Modifica los valores de a, b y k y observa qué sucede con los valores de k*(integral de f) e (integral de k*f). 

	
	2.- Enuncia la propiedad correspondiente que indica qué sucede con la integral del producto de una constante por una función. 




	4. Descomposición del intervalo de integración.

	Veamos una última propiedad de las integrales definidas. 
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	1.- Modifica el valor de c y observa qué sucede con la suma de las integrales en los intervalos [a,c] [c,b] y la integral en el intervalo [a,b]. 

	
	2.- Enuncia la propiedad correspondiente. 

	La integral definida: la función integral.
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	La función integral.

	Para finalizar el tema vamos a estudiar la relación entre la integral definida y el cálculo de primitivas. 
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	1.- Selecciona los valores que quieras para a y b (con a<b) y sitúa x entre a y b. Vete variando el valor de x y observa los valores que toma la expresión I(x). ¿Que representa esta expresión? 

	
	2.- Sitúa a y b de forma que la función f(x) sea siempre positiva en el intervalo [a,b]. Haz que x y a tomen el mismo valor y comienza a desplazar x hacia la derecha. Mientras x se mantenga en el intervalo [a,b] ¿que puede afirmarse de la función I(x)? 

	
	3.- Sitúa ahora a y b de forma que la función f(x) sea siempre negativa en el intervalo [a,b] y haz lo mismo de antes. ¿Qué podemos decir ahora de I(x)? 

	
	4.- Las conclusiones que hayas sacado en las dos cuestiones anteriores ¿te recuerdan a algún teorema conocido? 




	La respuesta a la cuestión anterior nos hace sospechar que existe una relación más importante entre f(x) y la función integral I(x). Veámoslo con la siguiente actividad: 
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	1.- Desplaza la x entre a y b. La línea amarilla es la gráfica de f(x), la línea turquesa es la gráfica de I(x) y la recta azul es la recta tangente en cada punto a I(x). ¿Qué relación hay entre el sombreado rojo que va apareciendo y el valor que toma en cada punto la función I(x)? 

	
	2.- Observa los valores que van tomando f(x) y la pendiente de la tangente a I(x) en cada punto. ¿Qué conclusión podemos sacar de este hecho? 


